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1.1

Wir

Beispiele und Grundlagen univariater Zeitreihen

Beispiele fiir Zeitreihen

verstehen zunéchst unter einer Zeitreihe n reellwertige Beobachtungen z1,...,x,, die

zeitlich in (im wesentlichen) gleichen Absténden aufeinander folgen. Diese werden wie iiblich
als Realisierungen von Zufallsvariablen X7, ..., X,, interpretiert.

Beispiel 1.1

1.
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Datensatz milk aus package TSA. Enthélt “Average monthly milk production per cow in
the US” {iber den Zeitraum 1994-2005. Die Zeitreihe ist in Abb. 1 geplottet. Man erkennt
deutlich eine jéhrliche Saisonkomponente sowie einen (eventuell linearen) ansteigenden
Trend.

. Datensatz airmiles aus package TSA. Enthélt “Monthly U.S. airline passenger-miles”

iiber den Zeitraum 1996-2005. Die Zeitreihe ist in Abb. 1 geplottet. Man erkennt neben
einer jéhrlichen Saisonkomponente und einem (eventuell linearen) ansteigenden Trend
eine Strukturbruch nach dem 11. September 2001.

Datensatz airpass aus package TSA. Enthilt “Monthly total international airline pas-
sengers” iiber den Zeitraum 1960-1971. Die Zeitreihe ist in Abb. 1 geplottet. Man erkennt
wiederum eine jahrliche Saisonkomponente und einen ansteigenden Trend. Dariiber hin-
aus wéchst jedoch auch die Varibilitdt der Reihe mit steigendem Level.

Datensatz beersales aus package TSA. Enthélt “Monthly beer sales in millions of bar-
rels” iiber den Zeitraum 1975-1990. Die Zeitreihe ist in Abb. 2 geplottet. Man erkennt
wiederum eine jéhrliche Saisonkomponente. Zunéchst liegt ein ansteigender Trend bis
ca. 1981 vor, danach verharrt die Reihe auf einem mittleren Niveau.

. Datensatz tempdub aus package TSA. Enthélt “Monthly average temperature (in degrees

Fahrenheit) recorded in Debuque” iiber den Zeitraum 1964-1975. Die Zeitreihe ist in
Abb. 2 geplottet. Die Zeitreihe scheint durch eine nahezu deterministische jéahrliche
Saisonkomponente beschrieben zu werden.
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Abbildung 1: Milk, Airmiles und Airpassengers
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Datensatz prod.dat von Shumway und Stoffer (2006). Enthélt den monatlichen US
“Federal Reserve Production Index” Zeitraum im Zeitraum 1948-1978. Die Zeitreihe ist
in Abb. 2 geplottet. Man erkennt in erster Linie einen steigenden Trend, der jedoch
nicht regelméBig (sondern stochastisch) verlduft.

Datensatz lynx (package datasets, welches stets verfiigbar ist). Enthélt “Annual num-
bers of lynx trappings in Canada” im Zeitraum 1821 — 1934 im Mackenzie River district
in nordwest Kanada. Die Gesamtpopulation an Luchsen in diesem Distrikt wird durch
die Reihe wiedergespiegelt. Die Zeitreihe ist in Abb. 11 geplottet. Es gibt keinen Trend
und auch keine direkt erkennbare Saisonkomponente, allerdings verhélt sich die Reihe
“periodisch”.

Datensatz sunspot . year (package datasets, welches stets verfiigbar ist). Enthélt “Year-
ly numbers of sunspots” im Zeitraum 1700 — 1988. Die Zeitreihe ist in Abb. 11 geplottet,
sie verhélt sich “periodisch”.

Datensatz gnp96.dat von Shumway und Stoffer (2006). Enthilt das US BIP (engl:
gross national product) im Zeitraum 1947 - 2002 (als Quartalsdaten, bis zum 3. Quartal
2002). Genauer handelt es sich um inflationsbereinigte Daten (Basisjahr 1996), die auch
saisonbereinigt wurden. Die Zeitreihe ist in Abb. 12 geplottet. Man erkennt in erster
Linie einen wachsenden Trend.
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Abbildung 2: Beersales, Tempdub und Production Index

Datensatz oil.price aus package TSA. Enthélt “Monthly spot price for crude oil, Cus-
hing, OK (in U.S. dollars per barrel)” {iber den Zeitraum 1986-2006 (nur erster Monat
fiir 2006). Die Zeitreihe ist in Abb. 12 geplottet. Man erkennt zunéichst abgesehen vom
starken Preisanstieg ab 2002 relativ wenig Struktur, eventuell noch eine jihrliche Sai-
sonalitét.

Datensatz d.sp90031lev aus package FinTS. Enthilt den S&P500 Index (tégliche Spot-
preise) im Zeitraum 1990-2003. Die Zeitreihe ist in Abb. 12 geplottet. Man erkennt
wiederum ein tendenziell steigendes Niveau sowie eine steigende Schwankung bei stei-
gendem Niveau.

Datensatz d.fxjp00 aus package FinTS. Enthélt den téglichen $/Yen Wechselkurs
(tégliche Spotpreise) im Zeitraum 2000-2004. Die Zeitreihe ist in Abb. 12 geplottet.
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Man erkennt wenig systematische Sturktur.
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1.2 Entfernung von Trend und Saisonkomponente

Klassischer Modellierungsansatz

Im klassischen Modellierungsansatz zerlegt man die Zeitreihe in deterministische Trend- und
Saisonkomponenten sowie einen zufélligen, stationdren Anteil. Man setzt also an

Ty = Mg + S¢ + €, (1)

wobei

e my: deterministische Trendfunktion (m; = m(t)),

e s;: deterministische Saisonkomponente (s; = s(t)).
Falls etwa a Saisons vorliegen, gilt s(t 4+ a) = s(t). Weiter nimmt zur Identifizierbarkeit
an, das diese um 0 herum variiert: s(1) + ...+ s(a) = 0.

o ¢;: zufillige, stationére Fehler. Dabei bedeutet stationér, dass sich die gemeinsame Ver-
teilung endlich vieler Komponenten im Zeitverlauf nicht verdndert. Zur Identifizerung
nimmt man noch Fe; = 0 an.

Vorgehen in der klassischen Zeitreihenanalyse

a. Schéitzen von my; und s;, etwa 1My oder ;.
b. Residuenbildung é; = z; — m; — §;, Modellierung von é; iiber ein Modell fiir stationére
Zeitreihen.

Bemerkungen zum klassischen Modellierungsansatz

Vorteile:

a. einfaches, transparentes Modell

b. explizite Schétzung von m; und s; ermoglicht gute Visualisierung.

Nachteil:

Trend und Saisonkomponente sind rein deterministisch, dadurch werden Vorhersagen (inbe-
sondere bei Extrapolation des Trends) héufig unplausibel.

1. Trendschitzung und -entfernung ohne Saisonalitit

a. parametrische Regressionsmodelle

Géangige Modelle sind

polynomialer Trend: m(t) = ast* + ... 4+ a1t +ag, a; € R, k > 1,
exponentieller Trend: m(t) = ag + a1 exp(azt), a; € R, ag > 0.
b. Moving average

Fiir ¢ € N setze

my = thﬂ‘, g+1<t<n-—gq. (2)

Statt der Gewichte w; = 1/(2¢ + 1) kann man auch allgemeine Gewichte zulassen (die sich
zu 1 summieren). Auf diese Weise erhilt man etwa Kern-Schétzer (z. B. den lokal-linearen
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Schitzer). Diese erlauben insbesondere eine Randkorrektur, d.h. die Werte des Trends kénnen
fiir alle 1 <t < n geschéitzt werden.

c. Exponentielles Glétten
Fiir a € (0,1) setze

my = I, my = axy + (1 —a)mg—1, t=2,...,n.
Man erhélt also
t—2
=Y a(l —a)x_j+ (1 —a)ta.
j=0

d. Differenzenbildung

Bei der Differenzenbildung kann der Trend entfernt werden, ohne ihn explizit zu schétzen.
Man setzt Dxy = x4 — x4_1, t > 2, sowie induktiv

J .
D‘](I}t = D(D]_l$t) = Z <¢]Zj) (—1)]6.%')&,]6.
k=0
Fiir eine polynomialen Trend m(t) = i:o apt® ist dann D7m; konstant (dazu zeige, dass
einfache Differenzenbildung den Grad des polynomialen Trends um eins veringert). Man passt
dann hiufig an die Differenzenzeitreihe ein stationéres Zeitreihenmodell an. Im Modell (1)
wire dies (bei erfolgreicher Enterfnung des Trends) ein Modell fiir D7e; und nicht fiir e;
selbst. Mit Differenzenbildung kann man auch zufillige Trends bzw. Abweichungen von der
Stationaritdt in Form von random walk Komponenten entfernen.

2. Schitzung und Entfernung von Trend und Saisonkomponente

a. parametrische Regressionsmodelle

Ein geeignetes Modell bei einer Saisonkomponente mit a Saisons ist ein trigonometrisches
Polynom eines bestimmten Grades

p
o .27
s(t) = E (bj cos(jt;) +¢j Sln(]t;)), bj,c; € R. (3)
=1

Fir p < [(a—1)/2], wobei [z] den ganzzahligen Anteil von = € R bezeichnet, gilt fiir Modelle
der Form (3) auch s(1) + ...+ s(a) = 0, vgl. Lemma 1.33 (es kann fiir gerades a noch der
Kosinus Term cos(7t) dazugenommen werden).

Insbesondere kann man translatierte Kosinus (oder dquivalent Sinus) Terme der Form s(t) =
beos (t27/a + w) in der Form (3) schreiben (Additionstheorem).

Man schétzt dann m(t) und s(t) in einem gemeinsamen Schritt mit der Methode der kleinsten
Quadrate.

b. Seasonal moving average

Ist die Saisonkomponente a = 2¢q gerade, so setzt man

1
my = a(l'tfq/2+$tfq+l +---+$t+q71+xt+/2)g g+1<t<n-—gq,

Fir @ = 2¢ + 1 nutze direkt (2) fiir diese Wahl von ¢. Beachte, dass sich die saisonale
Komponente wegen s(1) + ...+ s(a) = 0 sowie der Periodizitéit gerade heraushebt. Man kann
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auch stirker gliatten, indem man Vielfache von ¢ in beide Richtungen zuriickgeht.
Fir k=1,...,a setze

Wy = mean {(l‘]H_Z'G — Mptiay, ¢=0,1,... mit k+ia < n}

Diese Menge enthélt entweder [n/a] oder [n/a] + 1 Elemente, wobei [z] fiir x > 0 die grofite
ganze Zahl < x bezeichnet. Dann setze

a
. 1
sk:wk—fg wj.
a “
Jj=1

c. Differenzen zum Lag a

Setze D, = x; — x4—. Dann erhélt man im Modell (1)
Dyxy =my —my_q +e —€—q.

Durch eine weitere Differenzenbildung D’(D,z;) kann dann der Trend m; — my;_, von Dy
entfernt werden, so dass D7(Dgye;) verbleibt.

3. Transformation

Manchmal muss zunéchst x; geeignet transformiert werden, also zu y; = f(z;) fiir eine Funk-
tion f iibergegangen werden, um auf ein Modell der Form (1) zu kommen. Ist etwa

Ty = MyStey, me, S¢,ep > 0,

so bietet sich logarithmieren an. Allgemeiner werden héufig fiir x; > 0 Transformationen aus
der Box-Cox-Familie angewendet, dabei ist die Transformation fy gegeben durch

B :):A717 )\7&0
M= L, 2
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1.3 Stochastische Prozesse, Stationaritidt und Autokorrelation

Definition 1.2

Ein reellwertiger (komplexwertiger) stochastischer Prozess X = (X;)ier, T C R, auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) heifit reelle (komplexe) Zeitreihe, falls fiir die Indexmenge
T =Np oder T' = Z gilt.

Wir lassen komplexwertige Zeitreihen aus technischen Griinden mit zu.

Reelle Zeitreihen

Beispiel 1.3
a. weies Rauschen. Eine reelle Zeitreihe (e;)¢ez mit Ee, = 0, Fe? = 02 < oo, Fey, ey, = 0,
t1 # to heifit weiles Rauschen.

b. random walk. Fiir ein weifles Rauschen (e;)iez heift X mit Xo = 0, Xy = e, + Xy—1,
t > 1, Xy = Xpp1 — €441, t < 1, ein (zweiseitiger) random walk, es gilt also stets Xy =
Xt + €41.

c. AR(1) Gilt fiir X = (Xy)er fiir ein weiBes Rauschen (e;)iez und ein ¢ € R, || # 1,
X = ¢Xi—1+e, t € Z, so heifit (Xy)ier eine autoregressive Zeitreihe der Ordnung 1 (AR(1)).

d. MA(1) Gilt fiir X = (Xy)ier fir ein weies Rauschen (e)iez und ein 0 € R X; =
et + Oei—1, t € Z, so heift (X;)ier eine moving average Zeitreihe der Ordnung 1 (MA(1)).

Definition 1.4 (Randverteilungen)
Sei X = (Xy)er ein reellwertiger stochastischer Prozess. Die Verteilungen der Form

th,...,tr(xla ceyTyp) = P(th <z, X, < ZET), z; € R,

wobei t1 < ... <t,, t; €T, r > 1, heilen die endlichdimensionalen Randverteilungen von X.

Die endlichdimensionalen Verteilungen bestimmen die Verteilung des Prozesses eindeutig.

Definition 1.5 (Konsistente Verteilungen)
Eine Familie von endlichdimensionalen Verteilungen der Form

g:{Ftlw,tr(zl,...,:vr), r; € R, t1<...<tr,tieT,r21}, (4)

heilt konsistent, falls fiir alle t; < ... <t t;, €T, r>1,1<j<r

Ftl,...,tjfl,tjjq,.‘.,tr(xh sy L1, Lj 1y - - -y $7-) = lim Ftl,...,tr(xla sy Lj—1, Ly Ljtly - - -y :E'r')'

Tr—00

Bei Bildung von Randverteilungen bleibt man also in der Familie §.

Satz 1.6 (Existenzsatz von Kolmogorov)

Eine Familie § von endlichdimensionalen Verteilungen der Form (4) ist genau dann die Familie
der endlichdimensionalen Randverteilungen eines geeigneten stochastischen Prozesses X =
(Xt)ter, falls § konsistent ist.
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Definition 1.7 (Starke Stationaritét)
Ein reellwertiger stochastischer Prozess X = (X;)wer heifit stark stationdr, falls fiir alle ¢; <
<t t; €T, > 1, sowie t € T gilt

th,.“,tr (1,‘1, e 7.1:7“) — th+t’7tr+t(x1, e 7$7")7 s S R.

Wir nehmen dabei an, dass die Indexmenge 7" unter Addition abgeschlossen ist.

Die endlichdimensionalen Verteilungen sind also invariant unter Translation der Zeit.

Bemerkung 1.8

Fiir eine Zeitreihe X geniigt es fiir die starke Stationaritét zu fordern, dass die Prozesse X
und Y = (Yy)ier mit Y; = X;4; die gleichen endlichdimensionalen Verteilungen haben (d.h.
man kann sich auf Zeittranslationen um eins beschrénken).

Satz 1.9 (zweiseitige Fortsetzung)
Sei (X¢)ien, eine reelle, stark-stationédre Zeitreihe. Dann exitiert eine reelle, stark-stationére
Zeitreihe (Xt)tez, so dass (X¢)ien, und (Xt)teNo die gleiche Verteilung (auf RN0) haben.

Beweis
Wir definieren eine konsistente Familie von Verteilungen auf R? durch

Ft17._.7tr($1,...,xr):P(X[)S.’L'l,...,Xtr_tl SCCT), th<...<ty t; € 7. m

Nun zeigt man, dass die derart definierte Familie konsistent ist. Dann folgt die Existenz
mit Satz 1.6 (Kolmogorov), und die Stationaritdt ist unmittelbar klar nach Definition der
endlichdimensionalen Verteilungen.

Zur Konsistenz: Wir priifen die Bedingung (5) nach. Diese ist klar, falls j > 2. Fiir j = 1
erhélt man wegen der Stationaritdt von (Xi)ien,

th,...,tr (ZEQ, e ,.'Ifr) = P(X() S To, ... 7Xt7-—t2 S 5137»)
= P(Xty—t; < 22,0, Xpty, < ay)
= lim P(Xt1 < xlath—tl < x2,.. -7Xtr—t1 < [BT)-

T1—00

Definition 1.10 (Schwache Stationaritét)
Eine reelle Zeitreihe (X;);cz heifit Lo-Zeitreihe, falls E|X;|? < oo fiir alle t € Z. Eine Lo
Zeitreihe heifit schwach stationér oder einfach stationér, falls fiir ein p € R

EXi=p fiir alle t € Z,
und falls dariiber hinaus
Cov(Xeqn, Xt) = E(Xpqrn — ) ( Xy — ), ist unabhéngig von t € Z fir alle h € Z  (6)

Die Funktion vy(h) = E(Xypn — p) (X¢ — p), h € Z, heifit dann Autokovarianzfunktion, und
falls v(0) > 0, so heiit p(h) = v(h)/v(0) die Autokorrelationsfunktion der Zeitreihe.

Die schwache Stationaritét ist eine weniger restriktive Forderung an eine Lo Zeitreihe als die
starke Stationaritéit. Fiir Gaulsche Zeitreihen stimmen diese Bedingungen jedoch {iberein.
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Definition 1.11 (Gauf3sche Zeitreihe)
Eine reelle Zeitreihe (X¢)ier heifit GauBische Zeitreihe, falls die zugehérigen endlichdimensio-
nalen Randverteilungen (multivariat) normalverteilt sind.

Satz 1.12
Eine Gaufische Zeitreihe (X;)ier ist genau dann schwach stationér, wenn sie stark stationar
ist.

Satz 1.13
Seien &), = (X¢p)er fiir k > 1 Gauflsche Zeitreihen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum. Gilt dann fiir eine Zeitreihe X' = (X;)ier

E(Xr — Xt)2 — 0, k— oo, fiiralleteT, (7)

so ist auch X eine Gauflsche Zeitreihe.

Beweis
Zunéchst folgt aus (7) die Konvergenz EX;), — EX;, k — oo, sowie Cov(Xy, k, X¢, 1) —
Cov(Xy,, Xt,), k — o0, t1,t2 € T. Wir setzen nun fir t; < ... <t,

Xp= Xy s X))y X=(Xpyyooo, Xi)7

Dann folgt aus der Lo-Konvergenz auch die Konvegenz X, — X in Wahrscheinlichkeit, und
somit auch in Verteilung. Dies impliziert punktweise Konvergenz der charakteristischen Funk-
tionen

Eexp (izTXk) — FEexp (izTXk) k — oo, z e R".

Nun ist mit EXg = u, Cov X, = Xy,
Eexp (z’zTXk) = etk i exp ( — zTEkz/Q), z € R",
und wegen p;, — p = EX, ¥ — ¥ = Cov X, dann weiter
FEexp (z’zTX) — iz h exp ( - zTEz/2)7
daher ist X multinomial normalverteilt. m

Definition 1.14 (Lineare Zeitreihe)

a. Ist (e;) ein weies Rauschen und sind ¢; € R mit wjz- < oo und p € R, so heifit

jez
Xi=Xi=p+Y e (8)
jez

ein (zweiseitiger) M A(oo) Prozess. Falls 1); = 0 fiir j < 0, so spricht man von einem einseitigen
M A(o0) Prozess.

b. Ist das weifle Rauschen in (8) sogar u.i.v. und gilt dariiber hinaus fiir die Koeffizienten

> byl < o, 9)

JEZ

so heifit (X¢)¢cz eine lineare Zeitreihe. Diese heifit kausal, falls ¢; = 0 fiir j < 0.
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Beispiel 1.15
Ein M A(oo) Prozess ist stets (schwach) stationdr mit Erwartungswert p und Kovarianzfunk-
tion

Y(h) = 02> bjthjin. (10)

JEZ

Eine lineare Zeitreihe ist sogar stets streng stationér. Ist das weile Rauschen in (8) Gaufisch
(und somit u.i.v.), so ist nach Satz 1.13 auch die M A(oo) Reihe Gaufisch und daher streng
stationdr.

Definition 1.16 (Reell positiv semidefinit)
Eine Funktion v : Z — R heift reell positiv semidefinit, falls fiir alle A1,..., A\, € R, t1,...,t, €
Z,r >1, gilt

> Aev(t — ) = 0. (11)
g.k=1

Satz 1.17

Genau dann ist eine Funktion + : Z — R reell positiv semidefinit und symmetrisch, falls v
Autokovarianzfunktion einer (geeignet gewihlten) reellen schwach-stationdren Zeitreihe ist.
Diese kann als Gaufische Zeitreihe gewéhlt werden.

Beweis
a. Angenommen, ~y ist reell positiv semidefinit und symmetrisch. Fiir t; < ... < ¢, sind die
Matrizen

Ciyte = ((V(t5 — tk))j,k:l,...,r’

dann ebenfalls symmetrisch und positiv semidefinit. Weiter ensteht Ft17_,_7t]._17t]. 1.ty AUS
Iy, ...+, durch Streichung der j-ten Zeile und Spalte. Somit folgt, dass die Familie von Vertei-
lungen

Fi. 4. ~N(O,Ty, 1)

konsistent ist. Somit folgt die Existenz einer geeigneten Gauflschen Zeitreihe mit dem Satz
von Kolmogoroff.

b. Ist (X¢)iez stationdr mit Autokovarianzfunktion v, so ist die Symmetrie klar. Da EX;, Xy, =
Y(t; — tx), gilt

2 )\j)\k'y(tj — tk) = E(Z)\thj)2 > 0.
j=1

Jk=1

Komplexe Zeitreihen

Fiir eine komplexe Zufallsvariable X zerlege X = U+iV, wobei U, V reellwertige Z.V. sind. Die
Verteilung von X ist dann die gemeinsame Verteilung von (U, V). Sind U und V integrierbar,
so setze EX = BEU +iEV.

Allgemeiner ist die Verteilung des Zufallsvektors X = (Xi,...,X,) € C" definiert als die
Verteilung von (U, V4, ...,Upn, Vy,) € R?". Sind X;, Xy komplexe Ly Zufallsvariablen, also
E|X;|? < 00, i =1,2, so setze

COV(Xl,XQ) = E(X1 — EXl) (X2 — EXQ),
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wobei Z das komplex-konjugierte von z € C bezeichnet. Die Definitionen von komplexer
Zeitreihe, starke und schwacher Stationaritét sowie von komplexen Gauflschen Zeitreihen
iibertragen sich nun ganz analog vom reellen auf den komplexen Fall. Die Autokovarianz
definieren wir dabei mit Konjugation in der zweiten Komponente:

v(h) = Cov(Xiin, Xi) = E(Xprn — p)(Xe — ), t,heZ.

Beachte, dass fiir die komplexe Autokovarianzfunktion eines stationdren Prozesses gilt y(h) =
v(—=h), h € Z.

Die Sétze 1.6, 1.9 und 1.13 tuibertragen sich nun ganz analog auf den komplexen Fall. Man
beachte jedoch, dass Satz 1.12 fiir komplexe Gauflsche Zeitreihen nicht gilt, da die komplexe
Kovarianz die zweidimensionale reelle Kovarianzmatrix nicht eindeutig bestimmt.

Wir kommen nun noch zur Ubertragung von Definition 1.16 und Satz 1.17.
Definition 1.18

Eine Funktion v : Z — C heifit komplex positiv semidefinit oder einfach positiv semidefinit,
falls fiir alle Ay,..., A\ € C, tq,...,t, € Z, r > 1, gilt

D ANty —t) = 0. (12)
Pt

Bemerkung 1.19
Eine einfache Rechnung zeigt, dass eine Funktion v : Z — R genau dann komplex positiv
semidefinit ist, falls sie reell positiv semidefinit und symmetrisch ist.

Satz 1.20

Genau dann ist eine Funktion v : Z — C positiv semidefinit, falls v Autokovarianzfunkti-
on einer (geeignet gewihlten) komplexen schwach-stationéiren Zeitreihe ist. Diese kann als
Gaufische Zeitreihe gewihlt werden.

Beweis (Skizze)

Dass eine Autokovarianzfunktion einer komplexen, stationdren Zeitreihe positiv semidefinit
ist, zeigt man analog wie im reellen Fall.

Angenommen, -y ist positiv semidefinit. Wir zerlegen v(h) = Yre(h) + iVim(h) fir vre, Yim :
Z — R, und setzen fiir t; < ... < t,

e = ('Yre(tj - tk))j,kzl,...,r’ Lim = (Vim(tj - tk))j,k:l,...,r’

wobei wir die Abhéngigkeit von tq,...,t, unterdriickt haben. Weiter

o 1 Fre Fzm
Ft17,,,,tr - 5 < —Fzm Fre (13)

Aus (12) erhilt man leicht v,e(h) = Yre(—h) sowie Yim(h) = —vim(—h). Damit hat man fiir
u,veR"

1 1
[uT7 VT]Ftl,-n,tr [uT, VT]T = §uTFreu + ivTrreV + uTFimva

und fiir A\; = uj +4v; in (12) erhdlt man damit leicht, dass I';, . ;. positiv semidefinit ist. Sei
nun (Ye,, ..o, Ye, Ztys -y Zt,)T ~ N(0,T'y, _+.), dann ist die Familie der Verteilungen

Ftl,...,tr(xla o ;xr) - P(Ytl S y17Zt1 S 21y .- 'ay;fr S y’mZtT S ZT’)7 x] = (yjaz])
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konsistent (wiederum entsprechende Zeilen - und Spaltenstreichungen), und definiert einen
bivariaten (GauB) Prozess ((Y}, Zj))j ez Weiter ist

1 1
EY; 2Y,) = EZn 2y = §’Yre(h), EYynZy = —EZinYy = §7zm(h)- =

Dann ist X; = Y; — iZ; ein komplexer Gaufl Prozess mit Kovarianzfunktion ~.

Man beachte, dass die Wahl von I';, ¢ in (13) und somit die der Verteilung des GauB-
Prozesse nicht eindeutig ist, man hétte in (13) auch andere Gewichte fiir die I',, Matrizen
wahlen konnen, die positiv sind und sich zu 1 addieren.
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1.4 Schitzung von Erwartungswert und Autokorrelation

Schitzung des Erwartungswerts

Wir schétzen den Erwartungswert einer stationédren Zeitreihe iiber den Mittelwert der n Be-
obachtungen.

Satz 1.21
Sei (X,)nez €in (schw_ach) stationére, reelle Zeitreihe mit Erwartunsgwert p und Kovarianz-
funktion v(h). Setze X, = £ >"}'_| Xj. Dann ist EX,, = p, und fiir n — oo gilt

VarX, = E(X, —u)* —0  falls ~(h) — 0, (14)
nVarX, — Zv(h) falls Z |v(h)| < 0.
heZ heZ

Beweis
Die Erwartungstreue von X, ist leicht einzusehen.
Wir verwenden die Formel

n n—1
Zg(r—8)= Z (n — |h])g(h), (15)
k,s=1 =—(n-1)
wobei ¢g komplexwertig sein darf. Dazu bemerke, dass h = r — s € { —(n—=1),...,n— 1}

tritt gerade m — |h|-mal auf, fiir h > 0 gerade falls r = h + 1,...,n, und fir A < 0 fir
r=1,...,n+ h.
Wegen Cov(X;, Xj) =~(j — k), erhalten wir mit (15)

_ 1 &
nVarX, = - ‘;1 Cov(X;, X
j7 =

S
= X (- (16)

h=—(n—1)

= > hh

|h|<n

Falls v(h) — 0, so (Konvergenz des Mittelwertes) auch %Z\h\<n |7(h)] — 0, somit folgt die
erste Gleichung in (14). Zur zweiten bemerken wir, dass die Folgen

I

((1- ;) V(W)L j<n—1) ez n

punktweise gegen 7(h) konvergieren fiir jeden festen Index h und fir n — oo, und durch
(v (R)),, <z, majorisiert werden. Da diese Folge summierbar ist, folgt mit dem Satz von der
majorisierten Konvergenz fiir das Zéhlmafl auf Z, dass man in (16) zum Grenzwert iibergehen
darf und den zweiten Teil von (15) erhélt.
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Beispiel 1.22
Fiir lineares Xy = p1+ ;e ¥jer—j mit 3755 [¥j| < oo ist mit (10)

S < 0 33 gtyand = 02 30 1l 3 eyl = 023 hyl)

heZ h€eZ jEZ heZ JEZ JEZ

und somit auch

S = ()

heZ JEZ

Satz 1.23
Es sel Xy = p+ 3yt er—; eine lineare Zeitreihe mit 3,5 [¢)j| < oo und 3,5 1; # 0.
Dann gilt mit 0% = Ee?

Vn(Xn = p) = N<0,02(Z¢j>2>~

JEZ.

Wir wollen auf den Beweis verzichten, s. etwa Brockwell and Davis (1991, Kap. 77).

Bemerkung 1.24
Falls die (et);ez in Satz 1.23 sogar u.i.v. N(0,02) verteilt sind, so ist auch (X;) ein GauB-
Prozess und .
_ — h
V%)~ V(002 3 =Ly

n
h=—(n—1)

mit y(h) wie in (10).

Schitzung der Autokovarianzfunktion

Es sei (Xt)iez eine reelle stationére Zeitreihe mit Autokovarianzfunktion (k). Als Schétzer
fiir (h) verwendet man am hdufigsten

n—h
Y(h) = EZ(Xt—Fh_Xn)(Xt_Xn)a O<h<n-—1, (17)
=1

wobei noch 4(h) = 0 fiir h > n sowie 4(h) = 4(—h) fiir h < 0 gesetzt wird. Wir setzten weiter

7(0) 1) o y(h—1)
1 0 o oy(h—2
Th= (4G - K)oy 7(. ) ’Y(: ) 7( | ) a18)
y(h—=1) ~(h—2) 7(0)

und analog fh = (’AY(]' - k))k,jzl,,..,h‘

Satz 1.25
Sei 7 : Z — R eine reelle Kovarianzfunktion mit (k) — 0 fiir h — oo, sowie (0) > 0. Dann
ist I', in (18) positiv definit fiir jedes h > 0.
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Beweis

Als Kovarianzmatrix ist I', positiv semidefinit fiir jedes h. Sei (X;) stationérer, zentrierter
Prozess mit Kovarianzfunktion v. Angenommen, die Aussage gilt nicht, und sei r derart, dass
I'y, nicht ausgeartet fiir h < r, und I'; 11 sei ausgeartet. Dann existiert ¢ € R mit Crp1 =1
(da ja T, nicht ausgeartet) und

r+1 9
B (Y ¢iXi) =c'Tre=0  VieZ
=0

Somit ist Xy € span{X;_1,..., Xy, } fiir alle ¢, und durch Induktion X; € span{Xy,..., X, }
fiir alle t > 1, etwa X; = a} X, a; € R", X = (X1,..., X,)T. Multipliziere X; = a} X mit X7,
bilde Erwartungswert, dann erhalte

T
Wo=ale, =t =1),. . (t=1)
Somit gilt X; =4/ T,1X fiir alle t > 1, somit
¥(0) = X
= W T
= rYtTF;lryt_)(L t—>OO,
da ja y(h) — 0. Dies liefert aber wegen v(0) > 0 einen Widerspruch. n

Satz 1.26
Die Funktion 4 : Z — R ist reell positiv semidefinit und symmetrisch, dquivalent ist jede

Matrix I, positiv semidefinit. Ist 4(0) > 0, so ist '), sogar stets positiv definit (also nicht
singulér).

Beweis
Setze V; = X; — X,

Yy Y, 0 0
i U N LT
0 0 v Y,

Dann ist %AhAT =TI, und fiir v € R" ist

vIT,v = —(ATv)T(Afv).

1
n
Daher ist 'y, positiv semidefinit fiir jedes h > 1, und 4 positiv semidefinit. Nach Satz 1.17 ist
4(h) die Autokovarianzfunktion eines stationdren Prozesses, und falls 4(0) > 0, so ist dann
nach Satz 1.25 I'y, sogar nicht singulér, also positiv definit. m

Wir setzen
= (10, y(R) T ERML 3, = (5(0),...,4(h) "
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Satz 1.27
Essei Xy = pi+3_ ¢z j€i—; eine lineare Zeitreihe mit Fe} = no} < oo und Kovarianzfunktion
~(h). Dann gilt fiir jedes h > 0

V(¥ =) = N(0,V),

.....

Upg = (17— 3)y +Z( Yk —p+q) +(k+q)y (k—p))-
kEZ

wobei V' = (v ¢)p.g=0,... ., mit

Wir verzichten wiederum auf den Beweis, s. Brockwell and Davis (1991, Kap. 77).

Schitzung der Autokorrelationsfunktion

Als Schiitzer der Autokorrelation withlt man p(h) = 4(h)/4(0) (fiir 4(0) > 0). Nach Satz 1.26
ist auch p(h) eine positiv semidefinite Funktion.

pr=(p(1),p(h)" €RY, py= (p(1),..., p(h))".

Satz 1.28
Es sel Xy = pi+ ),z jei—; eine lineare Zeitreihe mit FEe} = no? < oo und Autokorrelati-
onsfunktion p(h). Dann gilt fiir jedes h > 0

\/ﬁ(bh - ph) - N(Ov W),
wobel W = (wp q)p.g=1,...,, mit
wpy = O (plk+p)plk+a) + plk = p)p(k + q) + 20(p)p(a) (k)
keZ
—=2p(p)p(k)p(k + q) = 2p(q)p(k)p(k + p))- (19)

Bemerkung 1.29
Die Formel (19) heifit Bartletts Formel, man kann diese auch umschreiben zu

= " (p(k+p) + p(k = p) = 2p(p)p(k)) (p(k — q) + p(k +q) = 2p(q)p(k)).  (20)
k=1

Beweis
Sei g : R"1\ ({0} x R") — R", g(o,...,21) = (21/20, . .. ,:L'h/mo)T. Dann ist

—% 1 0 ... 0
== 0 1 0

Dg(xo, ..., o) = - w0 € R+
—Zn 0 ... 0 1

zo

Nach der 0-Methode ist dann
Vr(py — pn) = N(0, Dg(v11)Vat1Dg(vj11)-

Eine Rechnung mit Blockmatrizen liefert dann

Wp,q = ,y(lo)Q (vp.g — P(P)v0.g — P(@)vp0 + p(P)p(q)v0,0)-
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Beispiel 1.30
Fiir ein weiles Rauschen (e;) erhalten wir in Bartletts Formel (20) w4 = 6, 4, wobei §, , das
Dirac-delta bezeichnet. Insbesondere ist p(h) — N(0,1) fiir alle b > 1.
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1.5 Periodogramm und Spektralschitzung

Seien X, ..., X, komplexwertige Zufallsvariable.

Definition 1.31
Das Periodogramm von (X1, ..., X,) ist definiert durch

1)< L2
In(w) = E‘ 3 Xte*”w‘ (21)
t=1
Periodogramm und finite Fourier Transformation
Das Periodogramm wird insbesondere an den Fourier-Frequenzen w; = 27j/n fiir
jeFa={l-n-1/2....n/2},  nz2,
ausgewertet, wobei [z] den ganzzahligen Anteil von x bezeichnet. Explizit ist
Fn = {—(71—1)/2,...,(71—1)/27 nungerade},
Fn = {—n/2—|—1,...,n/2, ngerade}.
Lemma 1.32
Die n Vektoren b; = n~1/2 (ei“’ﬂ' Y ,em“’f)T € C", j € Fy, bilden eine Orthonormalbasis des
c™.
Beweis
Offensichtlich ist ||b;||? = 1. Fiir w ¢ 277Z ist
- —itw —iw l—e
Yeme— —  w¢omZ, (22)
1l —ew
t=1
Da
w]_wk:2(j_k)ﬂ-/n¢2ﬂ-z7 ]#k7]7k€fn7
erhilt man
_ 1 < .
biby =~ el <o,
t=1
da n(wj —wy) € 20Z (n > 2), und somit der Zéhler in (22) verschwindet. n
Nach Lemma 1.32 kann man schreiben
1< :
T it
X =(X1,....X,)" = Z a;bj,  aj= %ZX,:@ itw; (23)
so dass
Ln(wj) = laj%, G € Foy  [XIP =) In(w)).

JEF,
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Das Periodogramm gibt also Aufschluss dariiber, welcher Teil der Variation in X1, ..., X, auf
die Fourier-Frequenz wj, j € F,, entfallt.

Reelle Beobachtungen

Fiir reelle Beobachtungen X gilt offenbar in (23) a—; = @; fur j, —j € F,,, und somit auch
I(wj) = I(w—j). Man plottet daher das Periodogramm nur fiir positive Fourier Frequenzen,
also w; > 0, j € Fy,. Die Darstellung (23) kann man nun umschreiben zu

[(n—1)/2]
X = (Xl, e Xn)T = aobg + Z \/5 (%(aj)cj — %(aj)sj) + /2 bn/27 (24)
7=1

wobei der letzte Term nur fiir n gerade auftritt und

¢; = V2/n(cos(w;),... cos(nwy)),
s; = V2/n(sinfwy), .. sin(ny) "

Auch in (24) gilt

Lemma 1.33

Die Vektoren by, ¢;j,s;, j = 1,...,[(n —1)/2] und b,, 5 (falls n gerade) bilden eine orthonor-
male Basis des R".

Testen auf deterministische periodische Komponenten

Man kann das Periodogramm auch dazu verwenden, umd zu testen, ob bestimmte determi-
nistische periodische Komponenten in der reellen Reihe (X;) vorhanden sind. Wir betrachten
als Beispiel das Regressionsmodell

Xi = p+ Bicos(wjt) + Fasin(w;t) + €,

fiir 31, 32 € R konstant und ¢ i.i.d. N(0,0?), sowie ein j € F, mit j > 0. Darin untersuchen
wir die Hypothese

H: (3 =p2=0.

Die i.i.d. Fehlerstruktur ist natiirlich in der Praxis hiaufig zweifelhaft, man wird auch korre-
lierte Fehler erwarten. Man schétzt u, 81 und (s iiber die Methode der kleinsten Quadrate
und erhélt mit Lemma 1.33 und (24)

fi=ao0, P1=vV2R(a;), B2=-V23(ay).
Beim Bilden der F-Statistik zur Hypothese H beachtet man im Z#hler
Bt + B3 = 2]la;* = 2I(w;) ~ o% X3,
sowie im Nenner
X)) = i = B = 53 = |X[]? = [a(0) — 2Ln(wj) ~ 0” X*(n = 3).

Somit ist unter H
(=3
X2 = 1,,(0) — 2In(w))

Man verwirft H fiir grole Werte von F'.

F

~ F(2,n —3).
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1.6 Literaturverweise und Bemerkungen

Zur linearen Regression bei abhéngigen Fehlern.
Zur nichtparametrischen Regression in der Zeitaxe: s. etwa Fan and Yao (2003), Kapitel 7.
Beweise des Satzes 1.6 (Komogorov): Billingsley (1979, Kap. 7, Sec. 36).
Zu Satz 1.21: Kreifl und Neumann (2006, Satz ??) geben eine allgemeinere Version mit Hilfe
des Spektralsatzes. Relation zum Ergodensatz von von Neumann.
Zu Satz 1.23: Brockwell und Davis (1991) geben einen Beweis iiber ein Truncation Argument
und den CLT fiir m—abhéngige Prozesse. Ein anderer Zugang basiet auf der Approximation
der partialsummen durch ein Martingal mit stationfiren Inkrementen. Fiir einen Beweis von
Satz 1.23 mit diesem Zugang s. Durrett (2007). Heyde (1974) nutzt diesen Zugang, um den
CLT unter der schwicheren Bedingung der Stetigkeit der Spektraldichte
02 ikw 2
Fl0) = 32 3™

kEZ

bei 0 zu zeigen. Es gibt auch Versionen, in denen ein abhéingiges weiles Rauschen zugelassen
wird, s. etwa Peligrad und Utev (2006).

Zu Satz 1.27: Brockwell und Davis (1991) geben wiederum einen Beweis iiber ein Truncation
Argument und den CLT fiir m—abhéngige Prozesse. MEHR.

Zu Satz 1.28: Brockwell und Davis (1991) geben auch eine (iiberraschende) Version, die ohne
die Annahme endlicher vieter Momente der ¢ auskommt, sie ben6tigen allerdings die zusétz-
liche Annahme »-°¢; 42[j] < co. MEHR

Zu Section 1.5: Brockwell und Davis (1991) diskutieren weitere Tests auf periodische Kom-
ponenten, insbesondere falls nicht eine Fourier-Frequenz vorliegt. Anderson (1977, Kapitel
77) diskutiert derartige Tests ausfiihrlich, und untersucht deren Optimalitit (uniformly most
powerful).
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Ann. Probab. 34, 1608-1622.
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1.7 Anwendung auf Beispiele

1. Datensatz Milk

Wir wollen in dem Datensatz milk Trend und Saisonkomponente entfernen. Zunéchst plotten
wir die Autokorrelationsfunktion (mit acf) des urspiinglichen Datensatzes (vgl. Abb. 5), diese
verharrt auf hohem Niveau, was typisch bei einem Trend ist. Man beachte die blauen gestri-
chelten Linien, welche bei +/ — qg.975/+/n verlaufen (g, das a-Quantil der Normalverteilung),
und also punktweise Konfidenzbénder fiir weies Rauschen darstellen (vgl. Bemerkung 1.30).
Zunichst schitzen wir mit saisonalen moving average den Trend und bilden Residuen

filcoef<-c(1/2,rep(1,11),1/2)/12
milk.fil<-filter(milk, filcoef)
milk.det<-milk-milk.fil

In Abb. 5 sind Zeitreihe mit geschétzem Trend und die Residuen nach Trendentfernung abge-
bildet. In Abb. 6 sind deren Autokorrelation sowie ein Periodogram der Residuen (spec.pgram)
geplottet. Bei der Autokorrelation erkennt man den Ausschlag bei Lag 12, was auf jahrliche
Saisonalitéit hindeutet. Beim Periodogramm ist zu beachten, dass die Frequenzen auf einer
2m-Skala abgebildet sind, und dass die y-Achse eine logaritmische Skala hat. Man erkennt
deutlich einen Peak bei 1/12 = 0.083 (vertikale Linie, abline(v=1/12)), welches zur jahrli-
chen Saisonkomponente gehort.

Wir entfernen nun die jahrliche Saisonalitdt durch moving average. Zuniichst berechnen wir

Abbildung 5: Milk mit seasonal moving average Trend

ACF Milk Milk Milk ohne Trend
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die wy, auf zwei Methoden, einmal direkt, und einmal durch lineare Regression auf monatliche
Dummyvariablen

month<-season(milk)

# Direkte Berechnung

wk<-tapply(na.omit(milk.det) ,month[is.na(milk.det)==F] ,mean)
#

g<-1m(milk.det month-1)

wk2<-g$coef
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Abbildung 6: Diagnose der Residuen nach Trendentfernung
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Dabei enthalten wk und wk2 die geschétzten w. Im néchsten Schritt bilden wir die Residuen,
die um den Mittelwert der w; verschoben werden.

mcoef<-mean(g$coef)

milk.res<-residuals(g)+ mcoef
milk.res<-residuals(g)

sai<-c(rep(NA,8) ,fitted.values(g),rep(NA,6))
milk.fit<-milk.fil+sai

Dabei wurden sowohl fitted values mit Trend und Saisonschwankung (in milk.fit) sowie
die entsprechenden Residuen (in milk.res) gebildet. Abb. 7 enthilt die Zeitreihe mit den
gefitteten Werten, sowie einen Plot der Residuen und deren Autokorrelation. Es ist noch
relativ viel zyklische Struktur in den Residuen enthalten.

In einem zweiten Ansatz entfernen wir einen linearen Trend sowie die Saisonschwankungen

Abbildung 7: Fit Milk mit moving average Trend und Saisonkomponente sowie Residuenana-
lyse

Milk Residunen nach Trend/Sai. ACF der Residuen
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durch moving average wie folgt

gl<-1m(milk“month-1+time (milk))
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milk.res<-residuals(gl)
milk.fit<-fitted.values(gl)

Dabei wurden wieder die fitted values mit Trend und Saisonschwankung (in milk.fit) sowie
die entsprechenden Residuen (in milk.res) gebildet. Abb. 8 enthélt die Zeitreihe mit den
gefitteten Werten, sowie einen Plot der Residuen und deren Autokorrelation. Die Autokorre-
lationsstruktur ist nun weniger zyklisch und fallt relativ schnell ab.

Man kann nun in einem der beiden Ansétze die Residuen durch ein stationéres Zeitreithenmo-
dell modellieren, wobei man hier den zweiten Ansatz iiber lineare Trendentfernung bevorzugen
wiirde.

Abbildung 8: Milk und Airmiles
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Im Datensatz airpassengers geht man zu den Logarithmen iiber, um die unterschiedliche
Variabilitdt zu entfernen, und fithrt dann eine Analyse wie im obigen Beispiel durch. Im Da-
tensatz airmiles muss zunédchst der Strukturbruch am 11. September 2001 explizit modelliert
bzw. entfernt werden.

2. Datensatz Beersales

Wir wollen im Datensatz beersales Differenzenbildung zur Entfernung der Saisonalitéit und
des Trends benutzten. Wir bilden Differenzen zum lag 12 und danach bilden wir noch eine
weitere einfache Differenz wie folgt

beerds<-diff (beersales,12)
beerds2<-diff (beerds)

In Abb. 9 sind die ACF der urspriinglichen Daten, die Residuen nach Differenzenbildung zum
Lag 12 (in beerds) und deren Autokorrelation abgebildet. Die ACF zeigt noch fiir hohere
Lags groBere Ausschlige. Man kann daher nochmal einfache Differenzen bilden (in beerds?2),
diese und deren Autokorrelation sind in Abb. 10 geplottet. Diese haben nur zum Lag 1 noch
Autokorrelation. Ob die zweite Differenzenbildung tatsédchlich notwendig ist, kann an dieser
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Stelle nicht eindeutig beantwortet werden.

Abbildung 9: Beersales: Desaisonalisierung durch Differenzen zum Lag 12
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Abbildung 10: Beersales: Weitere Differenzenbildung
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3. Datensatz Tempdub

Im Datensatz tempdub passen wir zur Entfernung der Saisonalitét eine sinusoide Komponente
an wie folgt

t<-time (tempdub)

cs<-cos (t*2%*pi)

ss<-sin(t*2+*pi)

g<-1m(tempdub~cs+ss)
temp_fit<-as.vector(fitted.values(g))

Dabei enthélt tempfit die engepasste Reihe. Abb. 11 enthiilt die Zeitreihe mit der angepassten
Reihe, einen Plot des Periodogramms (starker Peak bei 1/12), die Residuen sowie deren
Autokorrelation. Es ist kaum Autokorrelation zu erkennen, die Reihe ist also im wesentlichen
eine sinusoide Schwingung mit weilem Rauschen.

3. Datensatz GNP

Im Datensatz gnp ist im wesentlichen der Trend zu entfernen. Hier bietet sich insbesondere
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Abbildung 11: Tempdub: Entfernung der Saisonkomponente iiber sinusioden Term
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Differenzenbildung an. Man kann dies direkt auf die Beobachtungen anwenden, wir wollen
jedoch zunéchst zu den Logarithmen iibergehen, da der Trend im GNP auch weniger linear
als vielmehr exponentiell zu sein scheint. Die logarithmierten Werte, deren erste Differenzen
mit Autokorrelation sind in Abb. 12 geplottet. Wir modellieren also die log-returns oder
exponentielle Wachstumsrate.

Abbildung 12: GNP: Modellierung der exponentiellen Wachstumsrate
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2 Autoregressive moving average Modelle

2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften von ARMA Modellen

Definition 2.1

Eine zentrierte, stationdre, reelle Zeitreihe (X;);ez folgt einem autoregressive moving average
Modell mit autoregressiver Ordnung p und moving average Ordnung q, ARMA(p,q), falls
Konstanten ¢1,...,¢p,01,...,0, € R, ¢, # 0, 6, # 0 sowie ein weiles Rauschen (e;)ez
existieren, so dass

X = (let—l + ...+ ¢pXt_p +e+60iep1+...+ qut—qa Viteo. (25)

Bemerkung 2.2
a. Man nimmt gewShnlich weiter an, dass (e;)¢ez u.i.v. nach N(0,02) verteilt sind.
b. Fiir nicht zentrierte X;, etwa FX; = pu, ersetzt man in (25) X durch Xg—pu, s =t—p, ..., p.

Definition 2.3

a. Ein ARMA (p,q) Modell (25) mit ¢ = 0 heifit autoregressives Modell der Ordnung p.

b. Ein ARMA(p,q) Modell (25) mit p = 0 heit moving average Modell der Ordnung q.

c. TERMINOLOGIE ARMA GLEICHUNG; NUR BEZIEHUNG ZWISCHEN WEI?EN RAU-
SCHEN UND ZEITREIHE X

Definition 2.4
Das AR-Polynom ¢(z) sowie das MA Polynom 6(z) eines ARMA(p,q) Modells (25) sind
definiert durch

p(2) = ¢o— 1z —...— Pp2’,
0(z) = Op+61z+...4 0427

wobei ¢y = 0y = 1.

Definition 2.5

Der Lag Operator B operiert auf einer stationiren Zeitreihe (X;) durch B*X; = X;_. Fiir
ein Polynom a(z) = ag + a1z + ... + a,2" setzte a(B) = a9 + a1B + ... + a,.B", so dass
aB)Xi=ar+ a1 Xe+ ... +a, Xi—p.

Der autoregressive Operator eines ARMA (p,q) Modells (25) ist gegeben durch ¢(B), der
moving average Operator durch (B), wobei ¢(z) und 6(z) die autoregressiven und moving
average Polynome sind. Es gilt also ¢(B)X; = 6(B)ey, t € Z.

Beispiel 2.6 (AR(1))
UBERARBEITEN!!!

Wir betrachten X; = ¢X;_1 + e;, wobei wir ¢ € R annehmen.

1. Fall: |¢| < 1.
Man erhilt durch Induktion fiir £ > 1

Xi = o(pXi—o+er—1) + e

k—1
= "Xy p+ Z (ﬁjet—j-

J=0
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Abbildung 13: Simulations AR(1) Prozess fiir positive Werte von ¢
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Abbildung 14: Simulations AR(1) Prozess fiir negative Werte von ¢
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Abbildung 15: Nicht-stationire Fille und ein explisives AR(1) Modell



28 2 AUTOREGRESSIVE MOVING AVERAGE MODELLE

Ist X; stationdr, so folgt wegen |¢| < 1
o .
Xi=> dey (26)
j=0

Umgekehrt definiert (26) eine stationédre Losung der AR(1) Gleichung, die also fiir gegebenes
Rauschen eindeutig bestimmt ist.

2. Fall: ¢ = 1
Dann ist X; = X;_1 + ¢; ein random walk, also nicht stationédr und somit kein AR(1) Modell.

3. Fall: |¢| > 1
Die Darstellung (26) gilt offenbar nicht. Man kann jedoch vorwirts entwickeln und erhélt

Xy = ¢ ' X1 — o ter

k
= o " X+ Y b ey

J=1

Wegen |¢| > 1 erhélt man
Xi=> ¢ ey (27)
j=1

als eindeutige stationire Losung der AR(1) Gleichung. Hier héngt aber X; von den zukiinftigen
Fehlern e, ; ab, was unerwiinscht ist. Solche AR(1) Prozesse heifien auch explosiv (explosive).
Falls eine Darstellung (26) existiert, spricht man dagegen von einem kausalen AR(1) Modell.
UMSCHREIBEN DES EXPLOSIVEN IN EIN KAUSALES AR(1) MODELL; KAUSAL AL-
SO NUR IM ZUSAMMENHANH DER BEIDEN PROZESSE ZU SEHEN:

In den Abbildungen 15 und 15 sind einige Pfade von kausalen AR(1) Prozessen mit ver-
schiedenen Werten von ¢ simuliert (mit standard-normalverteilten weiflen Rauschen). Zum
Vergleich enthélt Abb. 15 zwei nicht-stationére Félle, den random walk X; = X;_1 + e; und
den unit root Fall X; = —X;_; + e; sowie ein explosives AR(1) Modell X; = 1.2X;_1 + ¢;.

Die Pfade der kausalen AR(1) Modelle wurden mit arima.sim generiert.

Beispiel 2.7 (MA(1))
Hier sei Xy = e; + 0e;_1, 0 € R. Dann ist EX; = 0,

03(14-92), h =0,

v(h) = Cov(Xypn, Xt) = a20, h=1,
0, h> 9.
und
(1) = Corr(Xeu Xy = | T M=
= Corr =
p t+hs At 0, h> 9.

Daher ist die Korrelation fiir ¢ und 1/6 gleich. Weiter liefern die Parameterpaare (0,02)
und (0,52) = (1/6,6%02) die gleiche Kovarianzfunktion. Somit sind die Parameter nur unter
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zusitzlichen Restriktionen eindeutig bestimmt. Man wéhlt die M A(1) Darstellung, fiir die

man auflosen kann
(oo}

o= Y (0P X, (28)
=0
welches fiir |#| < 1 moglich ist (in Analogie zur Kausalitit bei AR(1) Modellen). Solche MA(1)
Modelle heiflen invertibel.

Beispiel 2.8 (Parameter Redundanz)

Falls X; = e; ein weifles Rauschen ist, erfiillt es auch z.B. die ARMA(1,1) Gleichung X; =
0,5X;_1+ e —0,5e;_;. Hierbei liegt der Fall ¢(z) = 0(z) vor, insbesondere haben die beiden
Polynome eine gemeinsame Nullstelle.

Definition 2.9
Die ARMA (p,q) Gleichung ¢(B)X; = 0(B)e; heifit reduziert, falls ¢(z) und 0(z) keine (mogli-
cher Weise komplexe) gemeinsame Nullstelle haben.

Satz 2.10 (Existenzsatz fiir ARMA Modelle)

Zu einem gegebenen weiflen Rauschen (e;)icz existiert genau dann eine, dann eindeutig be-
stimmte, stationire, zentrierte, reelle Losung (X¢):cz einer reduzierten ARMA (p,q) Gleichung
#(B)X: = 0(B)ey, falls ¢(z) # 0 fiir alle |z| = 1.

Definition 2.11 (Kausalitiit)
Ein reduziertes ARMA (p,q) (25) Modell heifit kausal, falls eine stationére, zentrierte Losung
(Xt)tez der Form

Xp=> jerj, >l <o, (29)
=0 =0

mit ¢; € R exitiert, wobei ¢y = 1.

Satz 2.12 (Kriterium fiir Kausalitit)
Ein reduziertes ARMA (p,q) Modell ¢(B)X; = 0(B)e; ist genau dann kausal, falls ¢(z) # 0
fiir alle |z| < 1. Die Koeffizienten in (29) kénnen aus der Taylor Reihe

) _ 5~y
o) = JZ_;% (30)

bestimmt werden, die fiir |z] < p fiir ein p > 1 konvergiert.

Bemerkung 2.13
a. Die Reihe (29) ist eine einseitige M A(oco) Darstellung fiir die kausale ARMA(p,q) Reihe.
Da (30) fiir 2 = p > 1 konvergiert, gilt [¢;|p’ — 0, j — oo, also fiir ein C' > 0

il < Cp,5 >0, (31)

insbesondere gilt also die Summierbarkeitsbedingung (9). Fiir u.i.v weifles Rauschen ist eine
kausale ARMA (p,q) Reihe also eine kausale lineare Zeitreihe, fiir Gaufisches weies Rauschen
insbesondere dann auch Gaufsch.

b. Wegen 0(z) = ¢(2) 372, ¥; kann man die Koeffizienten t); rekursiv berechnen iiber

min(7,p)

b= > Uik = 0 k> g+ 1
k’:]_ ) — )
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Uber die Theorie der Differenzengleichungen kann man auch die Struktur der ; aus (35)
bestimmen, wir werden dies fiir die Autokorrelationen, die eine #hnliche Differenzengleichung
erfiillen, im néchsten Abschnitt durchfiihren.

Definition 2.14 (Invertibilitit)
Ein reduziertes ARMA(p,q) (25) Modell mit ¢(z) # 0 fiir |z| = 1 heiit invertibel, falls die
stationére, zentrierte Losung (X¢);ez die Darstellung

o0 o0
e =Y mXij, > il < oo, (33)
j=0 j=0

mit 7; € R erlaubt, wobei ¢y = 1.

Satz 2.15 (Kriterium fiir Invertibilitit)
Ein reduziertes ARMA (p,q) Modell ¢(B)X; = 6(B)e; ist genau dann invertibel, falls ¢(z) # 0
fiir |z] = 1 sowie 6(z) # 0 fur alle |z| < 1. Die Koeffizienten in (33) kénnen aus der Taylor

Entwicklung
o(2) = j
— = T2
o)~ 2"

bestimmt werden, die fiir |z| < p fiir ein p > 1 konvergiert.

Satz 2.16 (Identifizierbarkeit der Parameter)

Innerhalb der Klasse der reduzierten, kausalen, invertiblen ARMA Modelle sind die Ordnun-
gen p und ¢, die Koeffizienten ¢1,...¢, und 01, ..., 6, sowie (wegen der Invertibilitdt) auch
die Varianz des weilen Rauschens o2 eindeutig bestimmt.

Dies bedeutet konkret: Sei (X;) eine stationire, zentrierte Zeitreihe, die einer reduzierten,
kausalen, invertiblen ARM A(p, q) Gleichung geniigt mit einem weilen Rauschen (e;). Dann
erfiillt (X;) keine andere reduzierte, kausale, invertible ARM A(p*, ¢*) Gleichung mit einem,
moglicher Weise anderen weiflen Rauschen (ej).

Die Beweise werden wir innerhalb der Spektraltheorie fiithren.
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2.2 Autokovarianz und Autokorrelation

Im Folgenden sei (X;)¢cz ein reeller, kausaler ARMA (p,q) Prozess. Nach der Darstellung (29)
ist (X3) ein einseitiger M A(co) Prozess, also

Y(h) = EXpn Xy = Y nB(ernjee k) = 00 > byt (34)

4,k=0 =0

Beispiel 2.17 (Autokorrelation eines MA(q) Modells)
Fiir ein MA(q) Modell X; = e; + 601e;—1 + ... + Oge,—q ist mit 6y = 1

200, 0<h<qg,
") = { 0. h> g+, (35)

Beispiel 2.18 (ARMA(1,1))
Seien ¢,0 € R, ¢ # —0, || < 1, und X; = ¢X;—1 + e, + Oe;—1. Wir bestimmen zuniichst die
Koeffizienten in (29) mit Hilfe von (30). Es ist fiir |z| < 1/|¢|

>
—~

Z) = z 3 Zj

=0

L+ (¢+6)¢7 12,
j=0

<

<

somit (o =1) 1; = (¢ +0)¢’ 1, j > 1. Mit (34) erhélt man
7(0) ZtﬁE:%

= +(6+0)° > (¢
7=0

(¢ +6)
1_¢2 )

= o] (1
sowie

v(h) = o2((¢+0)" "+ (p+0) Z¢J Lp/th=1)
=0

o2((0+0)s" 42 ‘“9 2)

(¢+9)(1+¢0)
1-¢2

2 h—1
= 0.9

Satz 2.19
Fiir die Autokovarianz eines kausalen ARMA (p,q) Prozesses gilt |y(h)| < Cp~", h € Z, fiir
ein p > 1.
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Beweis
Aus (34) folgt mit (31) (also |¢j| < ep™, j > 0), dass

y(h)| < cp™

Differenzengleichung fiir die Kovarianzfunktion
Es ist mit g =0y =1

P q
V(h) = E(Xp4nXi) = E( D GiXern—Xe+ Y 9k€t+hkat>

j=1 k=0
: T2 Yt Ok, h <gq,
= 2¢w(h—y>+{ 0, h>qr1, (30
J:
wobei
> _po?, k> h,
E(etyn—rpXt) = E<z%€t—j¢jet+hk) = { Vi O}: ¢ k< h
]:
Man kann nun (36) sukzessive l6sen, nachdem man die Koeffizienten 1, ...,1, etwa mit

(18) bestimmt hat. Wir wollen die Struktur mit Hilfe der Theorie der Differenzengleichungen
untersuchen.

Lemma 2.20
Seien di,...,d, € C. Der p-dimensionale Raum der komplexen Losungen (ay)x>o der homo-
genen Differenzenleichung

p
ak"’zdjak—j:ov k:pvp—i_l? (37)
j=1

ist gegeben durch Losungen der Form

l T
ar = Z Zci,nk"z;k, cin €C, (38)

i=1 n=0
wobei z1, ..., 7z die (komplexen) Nullstellen des Polynoms 1 + dyz + ... + d,zP sind mit den
Vielfachheiten rq, ..., 7.
Sind beliebige Anfangsglieder ao, ..., a,—1 gegeben, so existiert offenbar genau eine Losungs-

folge von (37) (Rekursion), und daher sind dann auch die Koeffizienten ¢; 5, in (38) eindeutig
bestimmt.

Fiir reelle Koeffizienten dy,...,d, ist man besonders an reellen Losungen interessiert. Ist in
diesem Fall z; eine reelle Nullstelle, so erhilt man in (38) Summanden der Form cink"z; k ,
wobei ¢; , € R. Fiir zwei komplex konjugierte Nullstellen z und z wihlt man die Koeffizienten
cn, ebenfalls komplex konjugiert, und kommt mit Polarkoordinaten auf Summanden der Form

ak”|z]_]C cos (kd)—i—w), a>0, 0<w<2m,
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wobei z = |z]€!® und ¢, = ae” /2.

Wir wollen dies nun auf die Differenzengleichung (36) der Autokovarianzen anwenden. Hier
haben wir die homogene Gleichung

p
y(h) =Y ¢y(h—j) =0,  h>max(p,q+1).
j=1

(wir benotigen h > max(p,q + 1), damit stets h — p > 0). Fiir s = max(p — 1, ¢) sind also
durch v(s — p+1),...,7(s) alle weiteren Kovarianzen eindeutig bestimmt, und kénnen in
der aus (38) abgeleiteten reellen Form dargestellt werden. Insbesondere erhélt man sinusoide
Terme, falls das AR-Polynom Paare von komplex-konjugierten Nullstellen hat. Die Werte
7(0),...,7(s) erhélt man aus den ersten s Gleichung in (36).

Yule-Walker Gleichungen

Fiir ein AR(p) Modell mit Parameter Vektor ¢ = (¢1,...,¢,)7 setze fiir py > p ¢(po) =
(¢1,...,9p,0,...0)T € RPo. Die Gleichung (36) liefert dann mit der Matrixnotation aus (18)
die sogenannten Yule-Walker Gleichungen

Tood(0) = b b = (Y(1)see o v(p0))" (39)

p
or = 7(0) = > div(i).
Jj=1

AR(1) mit phi1=0.2, phi2=0.35 AR(1) mit phi1=0.2, phi2=0.35
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Abbildung 16: Simulation und ACF AR(2) Prozess bei zwei reellen Nullstellen

Beispiel 2.21

Wir betrachten AR(2) Prozesse.

1. Fall: zwei reelle Nullstellen. Wir betrachten konkret die Nullstellen a = —0.5, b = 0.7, also
$1 = 0.2, ¢ = 0.35. Abb. 16 enthilt die theoretische ACF (generiert mit ARMAacf) sowie
einen simulierten Pfad. Man erkennt wenig Unterschied zu einem AR(1) Prozess.

2. Fall: zwei komplex-konjugierte Nullstellen. Wir betrachten (0.7 + / —¢0.6). Abb. 17 enthélt
die theoretische ACF (generiert mit ARMAacf) sowie einen simulierten Pfad. Man erkennt ein
zyklisches Verhalten des Prozesses.
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Abbildung 17: Simulation und ACF AR(2) Prozess bei zwei komplex-konjugierten Nullstellen
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2.3 Die partielle Autokorrelation

Es sei (X¢)tez ein zentrierter, stationérer, reellwertiger Prozess. Setzte fiir h > 1
Hj, = span {Xl, ... ,Xh} C LY(Q, A, P),

sowie Hy = {0}. Weiter sei Pp, die orthogonale Projektion auf Hj, diese existiert, da Hp,
endlichdimensional und somit insbesondere abgeschlossen ist. Wir bezeichnen die Norm in

Definition 2.22
Die partielle Autokorrelation 7(h) zum Lag h > 1 ist definiert durch

ﬂ'(h) = Corr ((Xh — PHh_th), (XO — PHh_1X0)>~

Bemerkung 2.23

a. Fir h =1 ist (1) = Corr (X1, Xo) = p(1).

b. Man kann in den Definitionen von Hy, und 7(h) auch alle Indices um ¢ verschieben, wegen
der Stationaritét ist dann das resultierende 7(h) unabhéngig von ¢.

c¢. Die partielle Korrelation wird insbesondere zur Ordnungswahl in AR-Modellen benutzt, s.
Bemerkung 2.26.

Wir gehen nun néher auf die orthogonale Projektion Pp, ein. Diese ist bestimmt durch die
Gleichungen

E((PHhXh+k - Xh+k)Xh+1—s) =0, s=1,...,h (40)
Fir h > 1, k € Z, ist fiir Koeffizienten a}f’k, e ,aZ’k
PHhXthk = a’f’th + ...+ aZ’le (41)

Einsetzen in (40) liefert

hok
a;" EXpi1-jXnp1-s = EXpinXnp1—s, s=1,....h,

h
=1

J

bzw.

?’k’y(s—j):v(k:+s—1), s=1,...,h. (42)

h
a
=1

J
Schreibe in Matrixschreibweise mit

T
vho= (k)b +h=1)), (43)
aht — (a]f’k, . ,aZ’k)T
(42) um zu
Tpalhh = ~F. (44)
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Unter den Voraussetzungen von Satz 1.25, insbesondere also fiir kausale ARMA (p,q) Modelle,
ist die Losung von (44) stets eindeutig bestimmt.

Satz 2.24
Fiir einen zentrierten, stationiren, reellwertigen Prozess (X¢)ecz sei ', stets nicht ausgeartet
fiir alle h > 0. Dann ist die partielle Autokorrelation bestimmt durch die Koeffizienten in der
Darstellung (44), genauer gilt
h,1
m(h) =a;".
Beweis

Zunichst zeigen wir den Zusammenhang

h—h _ k1 .
a; " =ayy g, j=1...,h (45)

Die Gleichung (42) liefert fiir die Koeffizienten a?’f

h

doa s =) =q(s—h-1), s=1,...,h
j=1

Mit v(h) = y(—h) und Ubergang zu t = h + 1 — s sowie i = h + 1 — j schreibt man dies
dquivalent um zu

Zah-‘rl zry ):’Y(t% tzl,,h

erhilt man

Ein Vergleich mit (42) liefert dann sofort (45). Wegen (Fh,l)j P = (Fh,l)h_j ek

mit (45)
||PHh,1XhH2 _ (ah—l,l)Trh_lah—l,l _ (ah—l,—h+1)TI—\h_lah—l,—h-i—l _ ||PHh,1X0||2
und somit auch
1% — Pr,, Xall* = |1 Xall* ~ 1| P, Xall* = 1 Xol|* ~ | Prr,,_, Xol* = | X0~ Py, Xol|*. (46)
Wegen E(Pp, , Xn(Xo — Pu,_,Xo)) = 0 ist somit

E(Xh(Xo — PHh_lXO)) .

w(h) = 47
M) = =%~ Pr,_ X0l (47)

Setzte nun H = span{Xy,..., Xp_1}, dann gilt fiir die orthogonale Projektion Py auf H
wegen Stationaritit (s. Bemerkung 2.23 b., man kann dies auch durch Zuriickfithren auf die
Gleichungen (42) nachrechnen) auch

Py X, = a]f’th_l +...+ CLZ’lXQ. (48)
Weiter ist H = Hp,_1® span(Xo — PH,HIXO) (orthogonale Summe), und mit (47) erhalten
wir
PyXp, = Py, Xn+w(h)(Xo— Pu, ,Xo)
= PHh,th — W(h)PHh71X0 + F(h)Xo. (49)

Da Py, , X, —7(h)Pm, ,Xo € Hp—1, liefert ein Koeffizientenvergleich von (49) und (48) (mit
der Eindeutigkeit der Koeffizienten) die Behauptung. m
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Korollar 2.25 (Levinson Rekursion)

Setzte Ap(1) = || Xpi1 — P, Xpi1|?, der quadratische Einschritt Vorhersagefehler. Dann gilt
unter den Voraussetzungen von Satz 2.24 mit a%’l = v(1)/7(0), Ap(1) = ~(0), die Levinson
Rekursion

h—1 h—1,1 .

BRI v(h) — Zj:l a; v(h —j)
" Ap-1(1)
hl _ b1l _ b1 h-11
a;” = a; ay” ap_;",

Ap(1) = A (D)1 (aph?).

Beweis
Fiir die erste Gleichung benutzen wir 7w(h) = aZ’l und (47). Der Nenner in (47) ist wegen (46)
gerade Ay,_1(1)2. Fiir den Zihler haben wir mit (45)

h—1
BE(Xn(Xo — Pu,_,X0)) = EXpXo—Y a " "EX,_iX)
i=1

- 0= S0

also die erste Gleichung.
Die zweite Gleichung ergibt sich durch Koeffizientenvergleich von (48) und (49), wobei in (49)
die Darstellung

Py, Xo=ap " Xp1+...+a) VX -

verwendet wird.
Die dritte Gleichung ergibt sich aus (46) mit der Notation des Beweises des Satzes:

Ap(1) = [IXn — PaXall?
= || Xy — P, ,Xp —7(h)(Xo — Pu, ,Xo) |
= || Xn = P, Xull> + 7(h)?(| X0 — Pr,_, Xol|* — 27 (h) E(Xp(Xo — Pu,_, Xo))
= Apo1(1) + (a2 An-1 (1) = 2(ap )2 Apr (1),

wobei (46) und (47) benutzt wurden.

Bemerkung 2.26 (PACF und Yule Walker Gleichungen fiir AR(p))
Ein Vergleich der Yule Walker Gleichung (39) mit (44) liefert fiir einen AR(p) Prozess fiir
den Koeffizientenvektor a™! fiir h > p

a"! = ¢(h).

Insbesondere ist mit Satz 2.24 die partielle Autokorrelation w(h) = 0 fiir A > p + 1, und
m(p) = Gp-

Empirische partielle Autokorrelation

Ersetzt man in (44) die theoretische Autokorrelation durch die Schitzwerte 4(h), so liefert
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dies die empirische partielle Autokorrelation 7 (h). Die asymptotische Verteilung der einzelnen
empirischen partiellen Autokorrelationen 7 (h) ergibt sich dann im Prinzip aus Satz 1.28 und
der Konsistenz des Schétzers I'j,. Diese ist aber im allgemeinen zu kompliziert, um niitzlich
zu sein. Man erhélt aber fiir einen AR(p)-Prozess fiir h > p fiir \/n7(h) asymptotisch eine
Standardnormalverteilung, s. Satz 2.37.

PACF MA(1) mit theta=0.7

0.4

. 0.2

. 0.0

Abbildung 18: PACF eines MA(1) Prozesse mit § = 0.7

Beispiel 2.27

Wir betrachten ein MA(1) Modell mit # = 0.7. Die partielle Autokorrelation ist in Abb. 18
geplottet. Diese fillt exponentiell schnell ab, fiir die explizite Formel s. etwa Brockwell und
Davis (1991).
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2.4 Vorhersage

Vorhersage bei endlicher Vergangenheit

Sei (X;)tez ein stationdrer, reellwertiger, zentrierter Prozess. Wir setzten

My ={f(X1,....Xy) € L3(Q, A, P),  f:R —R}.

Lemma 2.28
M ist ein linearer, abgeschlossener Unterraum von L5 (9, A, P).

Beweis

Die Messbarkeitkeit tibertrdagt sich auf Lo-Limiten, da jede Lo-konvergente Folge eine fast-
sicher konvergente Teilfolge (mit demselben Limes) besitzt, und Messbarkeit sich bei fast
sicheren Limiten tibertrigt. m

Definition 2.29
Die beste Vorhersage von X, aus Xi,...,Xy, t,h > 1, ist die orthogonale Projektion
P, Xign von Xyqp, auf My. Der Vorhersagefehler ist gegeben durch E(Xt+h — PMtXHh).

Bemerkung 2.30
Es gilt Py, Xovn = E(Xt+h|X1, e 7Xt).

Definition 2.31
Die beste lineare Vorhersage Xyij von Xyip aus Xi,...,Xs, t,h > 1, ist die orthogonale

Projektion Py, von X, auf H; = span{ Xy, ..., X;}. Der lineare Vorhersagefehler ist gegeben

durch

Ay(h) = E(Xt+h - Xt+h)2-

Bemerkung 2.32
Da H; C My, gilt stets

E(Xi1n — P, Xesn)” < B(Xipn — Xign)”

Man benutzt dennoch in der Regel die beste lineare Vorhersage, da

i. diese leichter zu berechnen ist,

ii. diese nur von der Kovarianzfunktion des Prozesses abhédngt und nicht von der vollstdndigen
Verteilung,

iii. falls (X;)iez ein Gauiprozess ist, so ist XHh = P, Xiyh.

Beweis von iii. Prg, Xy4p ist eindeutig bestimmt durch
E((Xi4n — Pr, Xen)W) =0, W e M.
Zeige, dass Xt+h dies erfiillt: Zunéchst ist

E((Xppn — Xeyn)X;) =0, j=1,...,t
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Also sind (XtJrh—XtJrh) und X; unkorreliert, j = 1,...,¢, und da ((XtJrh—XtJrh), Xq,... ,Xt)
gemeinsam normalverteilt sind, sind (X415, — Xt+h) und Xy, ..., X; auch unabhéngig. Daher
ergibt sich fiir W € M,

E((Xen — Xepn)W) = E(Xy1n — Xoyn) EW =0,
da (X;) zentriert ist und somit E(X;1p — Xy4n) = 0.

Bemerkung 2.33
Falls p # 0.

Berechnung von Xt+h und A¢(h)

1. In der Notation von (41) ist

Py, Xon=ad" X, + .. +al" X,

Der Koeffizientenvektor at" und somit X;, kénnen iiber das Gleichungssystem (44) berechnet

werden. Dies ist fiir grofie ¢ direkt jedoch nicht sehr praktikabel.

2. Fiir h = 1 kann man die Levinson Rekursion (Korollar 2.25) verwenden.

3. Allgemein iiber (iteratives) Gram-Schmidt Verfahren, dies wird in diesem Kontext auch
Innovation Algorithmus genannt.

4. Speziell fiir ARMA-Modelle: Uber Zustandsraummodell Darstellung sowie Kalman Vorher-
sage.

Vorhersageintervall
Ist (X¢)iez ein stationiirer, reellwertiger, zentrierter Gauf-Prozess, so ist Xy, — XHh ~

N (O, At(h)). Daher kann ein 1 — a Vorhersageintervall fiir Xy, bestimmt werden durch

[Xt—i—h - ul—a/QAt(h)1/27 Xt—i—h + U1—a/2At(h)1/2]-

Beispiel 2.34
Speziell fiir AR(p), M A(q).

Vorhersage bei unendlicher Vergangenheit

Nun sei (X¢)iez ein kausaler, invertibler (zentrierter) reellwertiger ARMA (p,q)-Prozess mit
d(B)X: = 0(t)es, t € Z. Setzte

H; o =span{X;, —oo<j<t}.

Definition 2.35 .
Die Zufallsvariable X, = Ppg, _ X¢n heiit beste lineare Vorhersage bei unendlicher Ver-

gangenheit (X;);<. E(Xyyn— XH;L)Q heifit linearer Vorhersagefehler bei unendlicher Vergan-
genheit.
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XH;L wird in erster Linie als Approximation an XHh verwendet, und E(XHh — Xt+h)2 an
Ay(h).

Satz 2.36
Sei (X¢)iez ein kausaler, invertibler (zentrierter) reellwertiger ARMA (p,q)-Prozess mit ¢(B)X; =
O(t)es, t € Z. Dann gilt

Xt+h = — ZTFth+h_j, ?((j)) = Zﬂ'jzj, (50)
j=1 j=1
- > 0(z) 0 ‘
Xivn =Y Vi€rinj, o) > wid. (51)
j=h j=1

Weiter ist B(Xipy — Xon)’ = 02 1T g2,

Beweis

Zu (50): Es ist e = Xoyn + D501 i Xeyn—j. Anwendung von Py, liefert dann (50), da
wegen Fe, , X; = 0 fiir j < t+ h die Variable e;1j orthogonal auf H; _. ist. Mit X1 =
Z]O‘i1 Yjern—j ergibt sich analog (51), da wegen der Invertibilitét e, p—; € Hy oo, j > h.
Damit folgt XtJrh — Xy = Z?;ll Ypjei4n—j, und somit die letzte Behauptung des Satzes.
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2.5 Parameterschitzung

UBERALL HOHERE ORDNUNGEN ZULASSEN

1. AR(p) Modelle

Sei (X;) ein stationérer, reeller, zentrierter AR(p) Prozess mit ¢(B)X; = e, t € Z, wobei
(e¢)tez ein weiles Rauschen ist.

a. Yule-Walker Schétzer: Fiir pg > p gilt nach Bemerkung 2.26 die Yule-Walker Glei-
chungen (39). Ersetzt man darin die Kovarianzen durch die geschitzten Kovarianzen und 16st
nach den Parametern auf, so erhilt man

~ ~

¢(po) = Tp Ay

52 = 40)=>_ diA0)-
j=1

Dabei ist die Matrix fpo invertierbar nach Satz 1.25. Den sich ergebenden Schétzer, der von
der Bauart ein Momentenschétzer ist, nennt man den Yule-Walker Schiéitzer.

Satz 2.37

Sei (X¢)iez ein stationdrer, reeller, zentrierter, kausaler AR(p) Prozess mit ¢(B)X; = ey,
t € Z, wobei (et)iez ein w.i.v. weiles Rauschen ist mit Fe? = o2, Fe} < oo. Dann gilt fiir
po > p fiir den Yule Walker Schétzer gﬁ(pg) zur Ordnung pg

Vi ((po) — d(po)) 5 N(0,02T;)), (52)

wobei ¢(po) = (¢1,...,¢p,0,...0)7 € RPO und 62 ist konsistent fiir o2. Fiir pg > p ist
o? (F;OI)pO o = 1, so dass fiir die partielle Autokorrelation

Vi d(po)pe = Vi (po) S N(0,1).

NOCH: KOVARIANZEN DES RESULTIERENDEN PROZESSES DIE EMPIRISCHEN KO-
VARIANZEN BIS ZUR ORDNUNG P; KAUSALITAT STETS GEWAHRLEISTET? STICH-
PUNKTARTIG SCHREIBEN!!!

b. Maximum Likelihood: Seien Xi_p,...,X,, p > 1, Zufallsvariablen mit Dichte

Ix1_pyXp (T1-p, ..., 2n), und entsprechenden Marginaldichten. Sei
Xy X (T1-p, - @)
fXX7_._Xi(xt‘l'tfl...l'lf): r tgp
| X1, X0 p 10 P le,p,...,th(%l—P’ ey i)’ ’

die bedingte Dichte von X; gegeben X;_1,...,X;_,, also die Dichte der entsprechenden be-
dingten Verteilung. Dann gilt

n
X1 X (T1py ) = H Ixoxe 1y, (@ T2, 1p).
t=1—p



2.5 Parameterschéitzung 43

Falls nun (X;)scz ein AR(p) Prozess mit w.i.v. N(0,02)-verteiltem Rauschen (e;);cz, dann
ist (X¢)tez ein GauB-Prozess, und die bedingten Dichten sind auch Gaufisch und durch die
Kovarianzstruktur «(h) bestimmt. Diese kann aus den Parametern berechnet werden, und
somit lésst sich die Likelihood-Funktion in Abhéngigkeit von ¢1,..., ¢, und o2 berechnen.
Speziell erhédlt man fiir ¢ > 1 wegen X; = Z§=1 ¢;Xi—j + e; und der Unabhéngigkeit von
Xi—j, 7> 1und e

1 1 & 2
IX XX (xt’l“t—l,'--ﬂ?l—):7@(1)(—7xt— Qi >7 t>1.
t| Xi—1 1-p D (27_[_02)1/2 20.%( ]Z; J J)

Somit erhélt man fiir die Log-Likelihood mit ¢ = (¢1, ..., ¢p)

1 <« P 2 M n
£(¢70‘g) = _T‘—Q (Xt_ngthfj) —§logag—§log(2ﬂ')
€ ¢=1 j=1
0
+ Z Ixux v x, (@@, z1p). (53)
t=1—p

Explizit fiir AR(1) : Hier ist X; = ¢Xy—1 + €, und es ist nur fx,(zo) zu berechnen. Mit
7(0) = 02/(1 — ¢?) ist fx, (o) die Dichte von N (0,7(0)). Somit ist hier

I « n+1
L(6.02) = —5 50 (Xe=6Xim)' = —5—logo?
€ t=1
201 _ 42
_”+1mg%o—X“12¢)+;bg1_&y (54)

e

Eine Maximalstelle (¢,52) von (58) mit kausalem Parametervektor ¢ heift ein Maximum
Likelihood (ML) Schétzer, Bezeichnung (¢, 53%,;) ist somit nichtlineare Optimierung er-
forderlich. Fiir die asymptotische Verteilung gilt der folgende Satz

mit GENAU FORMULIERUNG bzgl EXISTENZ!!!!

Satz 2.38
Sei (Xt)iez ein stationdrer, reeller, zentrierter, kausaler AR(p) Prozess mit ¢(B)X; = e,
t € Z, wobei (e;)iez ein w.i.v. weiBles Rauschen ist mit Fe? = o2, Fe} < oo. Dann gilt fiir

~MLE
den Maximum Likelihood Schétzer ¢ , also eine kausale Maximalstelle von (58), die mit
gegen 1 konvergierender Wahrscheinlichkeit existiert,

~MLE

Vitp (@ — ) £ N(0,07T, ), (55)

und 62,; — o2

Bemerkung 2.39

a. Man beachte, dass der Schiitzer zwar unter der Annahme eines normalverteilten weiflen
Rauschens hergeleitet wurde, aber die Asymptotik in Satz 2.38 allgemein gilt. Es handelt sich
also um einen quasi maximum Likelihood Schétzer

b. Statt mit Xi,..., X,4, haben wir die Beobachtungen zur angenechmeren Notation mit

X_pt1,- .., Xy indiziert. Es wurden aber insgesamt n + p Beobachtungen gemacht (so wird n
gerade definiert).
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c¢. Bedingter ML bzw. kleinste Quadrate Schétzer

Fiir einen stationéren, reellen, zentrierten AR(p) Prozess betrachten wir nun die bedingte
Log-Likelihood Funktion, gegeben Xy, ..., X;_,. Da

n
an,...Xl\Xo,...,Xl,p (Tn, - - 21|70, - - -, 951—p) = H th|Xt,1,...,X1,p (we|lTp—1,y. s xl—p)’
t=1

erhalten wir als bedingte Log-Likelihood

20
€ ¢=1

1 « a n n
Econd(d)a 0'3) = - B) Z (Xt - Z ¢th—j)2 - 5 log 0'3 - 5 10g(277) (56)
j=1

Somit erhalten wir als bedingten ML-Schéitzer den (bedingten) kleinste Quadrate Schétzer

~CLS

n P
b = argmingg, 4 ) Z (X — Z ijXt—j)Qy (57)
=1 =1

und als Schiitzer fiir o2

Man kann die Losung von (57) leicht iiber ein Gleichungssystem ausdriicken, welches finit je-
doch nicht eindeutig 16sbar sein muss (asymptotisch ist dies aber der Fall). Man erhilt wieder-
um einen Konvergenzsatz wie Satz 2.37 und 2.38. Alle Schétzer haben somit asymptotisch die
gleiche Kovarianzmatrix. Insbesondere ist der Yule-Walker Schétzer, ein Momentenschétzer,
in diesem speziellen Fall ebenso effizient wie der MLE.

Bemerkung 2.40 (Schiitzen des Erwartungswertes p)
Bei Yule-Walker Mittelwert, dann zentrieren, sonst in die Likelihood-Funktion aufnehmen,
dann mitschiatzen. WAS PAATERT MIT DER ASYMPTOTIK??

2. Parameterschitzung von ARMA (p,q)-Prozessen
a. Maximum-Likelihood Schétzung
Sei (X¢t)iez ein kausaler, invertibler, zentrierter ARMA (p,q)-Prozess, ¢(B)X; = 0(B)e.

Die Einschritt Vorhersage und der entsprechende Vorhersagefehler héngen von der Kovarianz-
struktur y(h), und somit von den Parametern (¢7, 87 52) ab. Wir schreiben 87 = (¢1, 87)

€
und

Py, X1 = Xep1 = Xe1(B,02), A1) = B(Xip1 — Xii1)? = Au(1, B,02).

Lemma 2.41
Man kann schreiben

A(1,B,02) = alri(B), Xi+1(8,02) = X1 (B).
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Beweis

Dies folgt aus der Levinson Rekursion, da sich zunichst schreiben lisst v(t) = o2b(3,1),
und dann az-’l = az.’l(,B) (02 kiirzt sich zuniichst bei ai’l heraus, dann Induktion), und daher
Xi11(8,02) = X,,1(B) (Linearkombination in den Koeffizienten a;’l). Weiter ergibt sich
direkt die zweite Behauptung aus der letzten Gleichung der Levinson Rekursion. ™
Zur Herleitung nehmen wir nun wieder Normalverteilung der (e;) an. Dann ist (X7,..., X;) ~

N(0,T), und iiber die Formeln fiir bedingte Verteilungen bei gemeinsamer Normalverteilung
zeigt man X¢|(X¢,,..., X1) ~ N(u, 02), mit
pe = (X1,...X¢-1) Ft_—ll ’7%71 = Xt(ﬁ),
T 5 2
‘7152 = 7(0) - (7%71) thllfytlfl = E(Xt - Xt(ﬁ)) = Ugrt—l(ﬁ)’

also

Xt|(Xt17 v 7X1) ~ N(Xt(ﬁ)aazrt(ﬂ))
und daher

L(B,0?) = Zlogf(Xt|Xt—la---:X1)
=1

1 s (X — X))’
Z( )

- glog - glog(%r)

7@ — re(8)
—% log (r1(8) - ... - ru(B)). (58)

A

ML
Ein ML Schiitzer (3, 63,;) von L£(3,02) ist eine kausale, invertible Maximalstelle von (58).
Durch partielles Ableiten nach ¢ und Nullsetzten erhilt man die Relation

oL (X XEM)
s Tt(BML)

~

Setzt man dies in (58) ein, so ergeben sich (3 L) als Minimalstellen von

n v 2 n
18 =108 (- W> +2 3 logn(d). (59)
t=1 t=1

Fiir feste Werte von 3 kann man X;(3) und r,(8) aus der Levinson Rekursion berechnen (mit
Korrelationen statt den Kovarianzen). Fiir das asymptotische Verhalten gilt nun der folgende

Satz 2.42
Sei (X¢)tez ein zentrierter, kausaler und invertibler ARMA (p,q) Prozess mit ¢(B)X; = 0(B)ey,
t € Z, wobei (e;)iez ein w.i.v. weiles Rauschen ist mit Ee? = 02 < oo. Dann gilt fiir den

~

Maximum Likelihood Schétzer (ﬁML) von B = (o7, 67)

~ML

Vi (B~ (8)) 5 N(0,02V((8))), (60)
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wobei

ViB) = < EV, Ul EV,VT

wobei U = (Uy, ..., Ut,p+1)T, V=V .., %,qH)T, und (U;), (V4) sind die autoregressiven
Prozesse

euul EU,VT >1

@(B)Ut = €¢, G(B)‘/t = €¢, t e Z.

Fiir den Beweis verweisen wir auf Brockwell und Davis (1991, Kapitel 10.8).
Beispiel 2.43
1. AR(p). Hier ist wie in Satz 2.38

V(p) = (EUUT) " =T,

2. MA(q). Hier ist

V(0) = (EV,V) =),

wobei F; die Kovarianzmatrix des autoregressiven Prozesses V; +01V;—1 + ... +0,Vi_1 = ¢
ist. Insbesondere ist fiir ¢ = 1
a2V (9) = (1 — 6%).

Fiir AR(p) Prozesse hatten wir gesehen, dass der Momentenschétzer (basierend auf den em-
pirischen Kovarianzen) ebenso effizient ist wie der MLE. Dies ist bei MA(q) Prozessen nicht
der Fall. Es ist p(1) = 6/(1+ 6?), und somit stets |p(1)| < 1/2. Falls |p(1)| < 1/2, kénnen wir
auflésen und erhalten als invertiblen Schétzer

o _ 1= V1 —45(1)?

25(1)

MEHR!!!
3. ARMA(L,1).  Hier zeigt man mit Uy = 372 ¢’er—j, Vi = 252 (—0) e, dass

(=) a+en) T
V(¢7 0) - < (1 +¢0)—1 (1 o 02)—1 >
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2.6 Ordnungswahl und Modellierung

1. Zunéachst Zeitreihe auf stationire Form reduzieren.
Ordnungswahl

reine MA(q) Modelle: Hier ist die Autokorrelation = 0 fiir lags A > ¢. Man betrachtet
dann die empirische Autokorrelation mit den zugehorigen Konfidenzschranken, die zu einem
weiflen Rauschen gehoren, die also auf der asymptotischen Standardnormalverteilung von
v/np(h) basieren. Diese sind allerdings schmaler als fiir ein MA(q) Modell, da hier fiir h > ¢
gilt

vnp(h) = N(O,wnn),  wan = (1420*(1) + ... 4+ 20%(q)).

Man wihlt also tendenziell zu grofie Modelle.

reine AR(p) Modelle: Hier ist die partielle Autokorrelation = 0 fiir lags h > p. Man
betrachtet dann die empirische partielle Autokorrelation, fiir die fiir lags h > p gilt \/n7(h) —
N(0,1).

In einem ARMA (p,q) Modell hat man keine einfachen Kriterien mehr fiir die Ordnungswahl.
Man orientiert sich dennoch an ACF und PACF als oberen Schranken fiir die jeweiligen
Ordnungen.

Modellwahlkriterien Insbesondere bei gemischten ARMA (p,q) Modellen betrachtet man
zur Ordnungswahl formale Modellwahlkriterien, insbesondere das AIC und das BIC. Diese
sind definiert durch

AIC = —22(8"",6%.) +2(p+ g+ 1),
ML . (p+q+1)n
ML o

BIC = —2£(,@ ,UML)—i—(p—i—q—l—l)logn,

wobei BT = (¢7,07) und n die Linge der Zeitreihe bezeichnen. Man wihlt nun das Modell
mit minimalen AIC (bzw. AICC oder BIC).

Modelldiagnostik

Residuenanalyse
Die Residuen sind definiert durch

X, — Xi(B)
5’(7}71(3))1/2

wobei wir die Notation aus Lemma 2.41 verwenden. Falls (X;) tatséchlich einem ARMA(p,q)
Modell mit Parametern 3 folgen wiirde, so wiire (&;) ein weiBes Rauschen (da dann X, — X,(3)
orthogonal auf H;_1). Da aber B nur ein Schtzer ist, sind die (é¢) selbst bei korrekt spezifi-
ziertem Modell nur approximativ ein weifles Rauschen.

Deskriptive Residuenanalyse: QQPlot (gegen Normalverteilung), ACF und PACF, Plot
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der Reihe der Residuen.

Autokorrelation der Residuen: Sei pe(h), h > 1, die empirische Autokorrelation der Resi-
duen (). Dann sind fiir festes h > 1 \/n(pe(1), ..., pe(h)) asymptotisch korreliert, s. Brock-
well und Davis (1991) (im Gegensatz zu weiflen Rauschen, vgl. Bemerkung ?7.

Portmanteau Tests: Um das Modell zu iiberpriifen und zu untersuchen, ob die Residuen

(é;) die Eigenschaften haben, die man bei Giiltigkeit des Modells erwarten kann, betrachtet
man auch formale Hypothesentests.

h
Qe = nZﬁz (7) Box-Pierce
Qe = n(n+2) Z al Ljung-Box
Falls h = h(n) — oo derart, dass
a. h=0(n'/?),
b. ¢; = O(n=1/?), ji>h (wobei Xy =35 ¥jerj),
dann sind

Qe, Qe ~ X*(h —p —q)-
Ein verwandte Statistik ergibt sich iiber die Autokorrelation pe.(h) der Quadrate (é;). Hier
ist

Qee—nn+2 Zpee )

n—J

McLeod-Li

asymptotisch y2(h) verteilt.
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2.8 Anwendung auf Datenbeispiele
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3 Erweiterungen der ARMA Modellklasse

3.1 Integrierte Modelle fiir nicht-stationire Zeitreihen

Definition 3.1
Fiir d € N heiBt (X;);ez eine ARIMA(p,d,q) Zeitreihe, falls ¥; = (1 — B)?X; eine kausale
ARMA (p,q) Reihe ist.

Beispiel 3.2 (Falld = 1)
Wir betrachten den Fall d = 1. Hier gilt dann fiir ¢ > 1

t
Xy =Xo+ ZYk, (61)
k=1

wobei (Y;) einem ARMA (p,q) Modell folgt.

Beispiel 3.3 (ARIMA(0,1,1))
Wir betrachten noch spezieller ein ARIMA(0,1,1) Modell, welches wir mit A = # in der Form

Xt = Xt_l + e — )\et_l (62)
schreiben kénnen, wobei (e;) ein weifles Rauschen ist und A € (=1,1). Fir ¥V; = X; — Xy

ist dann
€t — Z )\k}/t_k

Einsetzen in (62) fithrt nach kurzer Rechnung zu

Xe=(1-XN> N'X j+er (63)
j=1

Nimmt man nun an, dass e; senkrecht auf H; 1 o, = Span{X;_1, X¢_2,...} ist, dann ist die
Projektion X; von X; auf H;_1 o mit kurzer Rechnung

Xp=(1-X)) N 'X ;=01 -NXi 1+ 2K 1.
j=1

Dies fiihrt also auf das exponentielle Glétten.

Parameterschitzen und Modellwahl

Zunéchst bestimmt man den Parameter d als minimalen Wert, fiir den die Reihe Y; =
(1 — B)?X, stationiir wird. Hier kann die Autokorrelationsfunktion betrachtet werden so-
wie auch formale Tests auf Stationaritét (s. Sektion 77).

Danach passt man an (Y;) ein ARMA (p,q) Modell an.
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Vorhersage

Die Ly Eigenschaften eines ARIMA Modells sind nicht eindeutig bestimmt. Dies erkennt man
etwa an der Gleichung (61) fiir ein ARIMA (p,1,q) Modell, bei der Xy beliebig gewihlt werden
kann. Somit ist auch die beste lineare Vorhersage ohne weitere Annahmen nicht eindeutig
bestimmt.

Vorhersage im ARIMA (p,1,q) Modell. Wir suchen die orthogonale Projektion XHh von
Xiop auf )
H,; = span {Xo,...,Xt}:Span {XO,Yl,...,Yt}, t>1,

wobel Y; = X; — X;_1. Es ist

h
Xen = Py, Xewn = P, (Xo + Y1+ 4+ Yeun) = Xe + ) Py, Vi,
j=1
Zur Berechnung von Py Y. ; bendtigt man E(XY;), ¢ > 1 (sowie EX?).
Annahme. Esist EXoY, =0firk=1,...,t+ h.

In diesem Fall ist H; = H; @ span {Xo} wobei H; = span {Yl, e Yt} (orthogonale Summe),
und Pﬁt = PHt + PXO- Da PXoY;f—&-j = 0, erhilt man P[}tY;f-‘rj = PHtY;H-ja die j—SChI‘itt
Vorhersage bei einem stationdiren ARMA (p,q) Prozess. Insgesamt hat man unter der Annahme
der Unkorreliertheit also

h
Xt+h =X+ Z Py, Y.
j=1
Als Vorhersagefehler ergibt sich
h 2
E(Xiin — Xt+h)2 = E(Z(Ytﬂ‘ - PHthJrj)) :
j=1

Explizite Berechnung von Vorhersage und Vorhersagefehler:

a. Innovation Algorithmus (s. Brockwell und Davis (1991).
b. Zustandsraum Darstellung eines ARIMA Modells und Kalman Filterung.

Vorhersage im ARIMA (p,d,q) Modell.
Enwickelt man die rechte Seite von Y; = (1 — B)9X; und 16st nach X; auf, erhilt man
d_rq '
Xt:Yt—Z<,>(—1)JXt_j, t=1,2,.... (64)

=1

Indiziere die Beobachtungen Xi_g4, ..., X; und setze
H, = span {Xl—d, .. ,Xt} = span {Xl,d, oo Xo, Y, ,Yt}, t>1,
wobei die zweite Gleichung aus (64) folgt. Anwendung von Pg auf Xiip liefert mit (64)

d

R d .
Xiyn =Py Xogn =Py Yen— Y <J> (-1 Py Xypn—y, t=1,2,.... (65)
j=1
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Falls also PHtY;le berechnet werden kann, kann man mit (65) die Vorhersagen XHh rekursiv
berechnen (beachte PHtXtJrh,j = Xyyp—j fur j > h.) Mit H; = span {Yl, e ,Y}} und der
Annahme, dass H; und span {X;_g4,... X} orthogonal aufeinander stehen, erhilt man dann
wie oben Pﬁ]tlft-i-h = PHtYVH_h.
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3.2 Seasonal ARIMA Modelle

MOTIVATION VERBESSERN; AUCH NICHT MULTIPLIKATIVE MODELLE ERWAHNEN!!!

Haufig ist es nicht sinnvoll, die Saisonkomponente einer Zeitreihe rein deterministisch zu mo-
dellieren, vielmehr gibt es auch im saisonalen Verlauf zufillige Schwankungen. Hierfiir wollen
wir eine Klasse von Zeitreihenmodellen einfiihren, die auf den ARIMA Modellen basieren.

TABLE MIT DEN MONATLICH GEORDNETEN DATEN

Jede Spalte kann als eine Zeitreihe gesehen werden, die den Verlauf in der jeweigen Saison
(hier dem Monat) beschreibt.

Wir nehmen nun an, diese folgen dem gleichen ARMA (P,Q) Modell, und bezeichnen die
Anzahl der Saisons allgemein mit s. Dann kann man schreiben fiir j =1,...,sund t € Z
Xjtst = P1Xjrsi-n+ - T PrXjrs¢—p) + Ujtrst + O1Uj1s¢—1) + - + OQUj 15—

wobei @1,...,Pp und Oy, ...,0¢ die Koeffizienten des ARMA Modells sind, und EUE = 0[2].
Es ist dann also (Uj+5t) ein weifles Rauschen fiir j = 1,...,s. Man kann dann auch
einheitlich schreiben

teZ

Xi =01 Xy s+ ... +PpXy_ps+ U +O01Us_s+ ... +O0Ui_qs

oder

®(B*%) X, = O(B°)Uy, teZ, (66)
wobei

B(z) = 1-®1z—...—dp2l

O(z) = 1+612+...+ 092

Es ist nun natiirlich unrealistisch anzunehmen, dass die s saisonalen Zeitreihen vollig unkor-
reliert voneinander verlaufen. Vielmehr modelliert man die (Uy) als stationére Zeitreihe iiber
ein ARMA(p,q) Modell

¢(B)U; = 6(B)ey, teZ, (67)

wobel e; ein weiles Rauschen mit Varianz 03 ist. In diesem Modell sind die Reihen (U j+st) tez
kein weifles Rauschen mehr, falls jedoch die Saisonkomponente s hinreichend grof} ist und die
Korrelation im ARMA (p,q) Modell (67) hinreichend schnell abklingt, wird die Korrelation in
diesen Reihen klein sein.

Aus (66) und (67) ergibt sich zusammen

¢(B)®(B*)X; = ¢(B)O(B*)U; = ©(B*)¢(B)U; = O(B*)0(B)e;. (68)
Man nennt (68) ein saisonales ARMA Modell, Bezeichnung SARMA (p, q) x (P, Q)s. Dies ist
offenbar ein spezielles ARMA( p + sP, q + sQ) Modell.

Um eventuelle Nichtstationeritit zu entfernen, werden in einem ersten Schritt noch Differen-
zen gebildet
Y; =(1-B)Y1-B*PX; = (1 - B*)P(1- B)X,. (69)
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Definition 3.4
Eine Zeitreihe folgt einem saisonalen ARIMA Modell SARIMA (p,d, q) x (P, D,Q)s, falls die
Differenzen (69) die Gleichung (68) fiir ein weiles Rauschen (e;):cz erfiillen.

Wir bemerken, dass das SARMA(p,q) x (P,Q)s Modell (3.4) genau dann kausal ist, falls
#(z) # 0 und ®(z) # fiir |z| <1 (da das AR Polynom gegeben ist durch ¢(z)®(z%)).

Parameterschitzung und Modellwahl

Zunéchst wihlt man die Ordnungen d und D derart, dass man eine stationére Zeitreihe erhélt.

Fiir die Reihe der Differenzen betrachtet man dann die partielle Autokorrelation zunéchst zu
Lags, die Vielfache von s sind, also p(ks), k > 0. Diese sollten einem ARM A(P, Q)) Prozess
folgen. Danach bestimmt man die Ordnungen p, ¢, entweder direkt oder aus den Residuen des
ersten Schrittes.

Die Parameter konnen etwa mit Maximum Likelihood geschéitzt werden, da das SARMA
Modell ein Teilmodell eines ARMA (p + sP, q + sQ) Modells ist, wobei dessen Paramter eine
differenzierbare Funktion des Parametervektors 87 = (d)T, a7 o7, G)T) ist.

Man kann dann zur Ordnungbestimmung auch formale Modellwahlkriterien wie das AIC oder
das BIC anwenden.
Vorhersage

Ahnlich wie bei ARIMA Modellen muss man Annahmen bzgl. der Unkorrrliertheit der ersten
Differenzen von den weiteren Beobachtungen machen (s. Brockwell und Davis (1991)).
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3.3 Long range dependence und fractional ARMA Modelle

1. Long range dependence

Definition 3.5
Ein stationdrer Prozess (X;)icz heifit long memory Prozess oder Prozess mit long-range Kor-
relationen, falls fiir die Korrelationsfunktion p(k) fiir ein o € (0,1) und ein ¢, > 0 gilt

im 2 (70)
k—o0 Cpk‘ «
Bemerkung 3.6
a. Hat (X;) long memory, dann ist ), -, p(k) = oo, da p(k) > c,k~%/2 fur grofie k.
b. Gilt p(k) ~ c,k™ fiir ein & > 1, so ist Y ,oq p(k) < oo. Man spricht dann manchmal
von intermediate memory (im Gegensatz zu short memory, wo die Korrelationen exponentiell
schnell abklingen).

Fiir einen long memory Prozess (X;)icz heift H = 1 — «/2 der Hurst Parameter, in dieser
Notation ist long memory dquivalent zu

p(k) ~ c k* 12, (71)
Satz 3.7
Fiir einen long memory Prozess (X;)icz gilt mit 02 =VarX;
V: T X 1
fim V(i X . (72)
n—oo 04N H(2H —1)
Bemerkung 3.8
Zu (72) #quivalent ist
1
lim n2(1—H) Var (5 207 Xi) _ 1
n—o0 cp0? H(2H - 1)’

Die Varianz des Mittelwertes fillt somit langsamer ab als mit einer n~/2 Rate.

REFERENZ UND BEWEIS FUR DEN OBIGEN SATZ!!!

Fraktionale Brownsche Bewegung und fraktionales weifles Rauschen.

Definition 3.9
Ein (zeitstetiger) Prozess (Yi)ier heiBt self-similar mit self-similarity Parameter H € (0,1),
falls gilt

d —
(Ye)i0 = (c H Yet)t>0 V>0,

wobei 2 Gleichheit in Verteilung bezeichnet.
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BEMERKUNG ZU H € (0,1).
Aus der Gleichung
d  H
Y, =t""
leitet man unter der Annahme P(Y; = 0) = 0 die folgende Beziehungen her:

\Y}|i>oo fir t— oo, \Y;\i>0 fir ¢—0.

Wir erinnern daran, dass ein Prozess (Y;):>0 stationére Inkremente hat, falls fiir alle 0 < ¢; <
... < tg41 die Verteilung von (Yt2+c e T Ythrc) nicht von ¢ > 0 abhéngt.

Im folgenden nehmen wir an, dass (Y;):>0 self-similar ist mit self-similarity Parameter H > 0
sowie stationidre Inkremente hat. Auflerdem nehmen wir noch EY; = 0 fiir alle ¢ sowie Yy =0
an. Dann ist fiir s <t ; .

YV, —Y, 2V, = (t-s)"n.
Mit 02 = EY} ergibt sich

E(Y; - Y)? = o%(t — s)?H.
Wegen E(Y; — Y;)? = o2 (2 + s?H) — 2 Cov(Y;, Ys) erhélt man somit fiir die Kovarianz eines
self-similar Prozesses mit stationiren Inkrementen

2
Cov(Ye,Yy) = (B + 82 — (1= s)), 1> (73)

Definition 3.10
Ein Gaufischer Prozess mit (Y;);>0 mit Yy = 0, Erwartungswertfunktion 0 und Kovarianz-
funktion (73) fur H > 0 heifit eine fraktionale Brownsche Bewegung.

Indem man die obigen Rechnungen zuriickverfolgt, erkennt man, dass eine fraktionale Brown-
sche Bewegung gerade ein Gauflscher self-similar Prozess mit stationdren Inkrementen ist. Fiir
H = 1/2 erhilt man Cov(Y;, Y;) = 02 min(t, s), also die Kovarianzfunktion der Brownschen
Bewegung.

Bisher haben wir noch nicht gezeigt, dass es self-similar Prozesse mit stationédren Inkrementen
iiberhaupt gibt, oder mit anderen Worten, dass (73) ein giiltige Kovarianzfunktion definiert.

Satz 3.11
Sei B(t) eine zweiseitige standard Brownsche Bewegung. Dann definiert fiir H € (0,1) das
stochastische Integral

B (t) = / O ((t = w2 = (—u)"=1/2)dB(u) + / (¢~ )T 2B ), t>0,(74)

—oo 0
eine fraktionale Brownsche Bewegung.
Beweis
Wir zeigen, dass (74) self-similar mit Parameter H ist und stationére Inkremente hat. Dazu
setzen wir

0, u > t,

w(t,u) = (t—uw)=12 - (—u)H-1/2, u <0
(t — w172, 0<u<t



o8 3 ERWEITERUNGEN DER ARMA MODELLKLASSE

so dass By (t) = [p w(t,u)dB(u).

a. self-similar. Da
w(ct,u) = 2wt u/c), c>0

folgt
By(ct) = /R w(ct, u)dB(u) = 11/ /R w(t,u/c)dB(u)
CH71/2 v v H 1/2 1/2 w v v).
[ wt.vaneen) £ [ wit.0ae)

b. stationére Inkremente. Wir betracheten zunéchst nur ein Inkrement By (t2) — By (t1)
fiir 0 <ty <t9 und ¢ > 0. Dann ist

BH(tQ + C) — Bh(tl + C)

tite to+c

_ / ((t2 + ¢ — w172 — (1 + ¢ — w)"%) dB(u) + / (ts + ¢ — w)H"124B(w)
- t14+c

= /tl ((t2 —w)7=Y2 — ((t1 —w)¥712) dB(u —¢) + /t2 (ta — u)T12dB(u — ¢)
e "

= /tl ((ta — 0)T=Y2 — (¢ — v)T=1/2) dB(v) + /f (ta — v) 1124 B(v)

= Bul(t2) — Bu(t1),

da die Brownsche Bewegung stationére Inkremente hat. Mit derselben Translation lasst sich
das Argument auf mehrere Inkremente iibertragen. ]

Definition 3.12

Fiir einen self-similar Prozess (Y%):>0 mit self-similarity Parameter H > 0, stationéren Inkre-
menten, Erwartungswertfunktion 0 und Yy = 0 heifit Xy = Y, — Yi_1, k£ > 1, ein fraktionales
Rauschen. Falls (Y;);>0 eine fraktionale Brownsche Bewegung ist, so heiit (X});>1 fraktiona-
les GauBsches Rauschen.

Da (Xj)r>1 stark stationér ist, konnen wir direkt die zweiseitige Erweiterung betrachten,
(Xk)kez.-

Satz 3.13
Die Korrelationsfunktion p(k) eines fraktionalen Rauschens ist

p(k) = = ((k+1)* —2&*" + (k- 1)*"),  k>1. (75)

M\’—‘

Diese erfiillt fir H # 1/2,

p(k)
H(2H — 1)k2H-2

— 1, k — oo.

insbesondere ist das fraktionale Rauschen fiir H € (1/2,1) long-range dependent mit Hurst
Parameter H.
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Beweis
Zunéchst ist (Xj) offenbar (stark) stationdr. Dann berechnen wir
'y(k) = COV(XZ',Xi+k) = COV(Xl,Xk_H)
Cov(Yy, Y1) + Cov(Yp, Yx) — Cov(Yy, Y:) — Cov(Yy, Yii1)
2
o
= 5 ((k+ 1) — 2k  (k —1)*H),
wobei wir Yy = 0 benutzt haben. Wegen EX? = EY}? = o2 ergibt sich (75). Sei nun
glz) =142 —24 (1 —2)*, xz € (0,1),
so dass
p(k) = K g(k 1) /2. (76)
|

Dann ist g(0) = 0,
g@) = 20(1+2) =1 -2)),  g(0)=0,

¢"(x) = 2HH —1) (1 +2)*" 2+ (1-2)2"72), ¢(0) =4H(H —1).

Daher ist g(z) = 2H(H — 1)2? + o(«?) fiir  — 0. Damit und mit (76) folgt (75).

2. Rauschen aus fraktionalen Differenzen

Das fraktionale Rauschen wurde in Definition 3.12 als diskrete Inkremente eines zeitstetigen
Prozesses erhalten, welcher wiederum als fraktionales Integral bzgl. der Brownschen Bewe-

gung in (74) definiert wurde.

Wir wollen nun direkt einen zeitdiskreten stationédren Prozess definieren, der &hnliche Ki-
genschaften hat wie das fraktionale Rauschen. Dazu bemerken wir, dass das zweitdiskrete
Analogon zur Brownschen Bewegung der random walk ist, und somit das zeitdiskrete Analo-
gon zum fraktionalen Integral bzgl. der Brownschen Bewegung in (74) eine fraktionale Summe

bzgl. eines zeitdiskreten weilen Rauschens.

Binomsche Reihenentwicklung. Fiir |z| < 1 gilt (1 — 2)¢ = 372 axz¥, wobei

(—1)k<z> = (_1)dd(d* 1) . k'(d —k+ 1)
(k—d—1)...(1—d)(=d)  T(k—d)

o =

Fraktionale Differenzen-Operator. Fir d > —1 setze

A=(1-B)" =) oB"
k=0

Definition 3.14

Ein stationdrer Prozess (X;) heifit ein Rauschen aus fraktionalen Differenzen, bez. FAR-

MA(0,d,0) mit einem d € (—0.5,0.5), falls AYX; in Lo konvergiert und

AX, = ey, (e;) weiles Rauschen.

(77)
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Fiir ein Rauschen aus fraktionalen Differenzen heifit H = d + 1/2 der Hurst Parameter.

Wir sagen weiter, die Losung (X;) von (77) sei kausal, falls Xy = 3~ ¢je;—; mit Koeffizi-
enten ijo 1/1]2- < o0.

Satz 3.15

Fiird € (—0.5,0.5) und gegebenes weifles Rauschen (e;) existiert genau eine stationire, kausale
Losung (X;) von (77). Diese hat die Darstellung

I'k+d
Xt = Z¢j€t_j = Afdet, ’l/}j = F(k(_i_:—)r)(d)

J=0

Diese hat Varianz v(0) = o?I'(1 — 2d) /T?(1 — d) sowie Autokorrelationsfunktion und partielle
Autokorrelationsfunktion

h
p(h) = EZ+Z+1 1;[ _Hd, )= -1 h=o012... (13

Wir werden den Beweis von Satz 3.15 in der Spektraltheorie fithren.

DEFINITION DER GAMMA FUNKTION FUR NEGATIVES X.

Bemerkung 3.16

Da nach Stirlings Formel (REFERENZ) I'(z) ~ v/2me~**1(x — 1)*~1/2 erhiilt man

kfdfl kdfl
sowie 21 ( 0
—I'(1 —

Fiir d € (0,0.5) hat man in der Tat einen long range dependent Prozess im Sinne von Definition
3.5, es gilt (71) mit H =d+1/2 und ¢, =I'(1 — d)/T'(d).
Beweis von (79): Es ist ¢, = T'(k + d)/(I'(k + 1)I'(d)), und

F(k + d) e k—d+1 (k‘ +d— 1)k+d71/2

I'(k+1) ek kk+1/2

N pd-1 —d+1<1+ dk 1>k+d_1/2 ~ i1

Der andere Teil von (79) und (80) ergeben sich #hnlich.

3. Fraktionale ARMA Prozesse.

Rauschen aus fraktionalen Differenzen fiir Modellierung zu eng. Daher Erweiterung.

Definition 3.17
Eine stationére Zeitreihe (X;) heifit ein fraktionaler ARMA Prozess FARMA (p,d,q) mit d €
(—0.5,0.5), falls X; die Gleichung

H(B)AYX, = 0(B)e; (81)

mit einem weiflen Rauschen (e;) erfiillt, wobei ¢(z) und 6(z) Polynome vom Grad p und ¢
sind.
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Bemerkung 3.18
Mit V; = A~ %; ist (Anwendung der Lag-Operatoren Polynome kommutiert)

o(B)X, = 0(B)Y;.

Somit kann man einen FARMA (p,d,q) Prozess auch interpretieren als einen ARMA Prozess,
der durch Rauschen aus fraktionalen Differenzen gesteuert wird.

Man spricht in (81) wiederum von einer reduzierten Gleichung, falls ¢(z) und 6(z) keine
gemeinsamen Nullstellen haben. Kausalitit und Invertibilitit sind wie in den Definitionen
??nd ?7rklart, wobei jedoch nur die Quadratsummierbarkeit der Koeffizienten (und nicht die
absolute Summierbarkeit) gefordert wird.

Satz 3.19

Wir betrachten eine reduzierte FARMA (p,d,q) Gleichung mit d € (—0.5,0.5).

a. Es existiert genau dann eine (dann eindeutig bestimmte) stationére Losung (X;) der FAR~
MA (p,d,q) Gleichung, falls ¢(z) # 0 fiir alle |z| = 1.

b. Die Losung ist genau dann kausal, falls ¢(z) # 0 fiir alle |z| < 1.

c. Die Losung ist genau dann invertibel, falls 0(z) # 0 fiir alle |z| < 1.

d. Fiir eine kausale und invertible Losung gilt fiir die Autokorrelationsfunktion

p(h) ~ Ch* 1 h — oo,
fiir ein C' # 0.

Fiir die Modellierung sind insbesondere long range FARMA (p,d,q) Prozesse, also mit d €
(0,1/2) relevant.

Parameterschitzung

1. Schétzung des Erwartungswertes

In Satz 3.7 hatten wir gesehen, dass fiir einen long-range dependent Prozess der Erwartungs-
wert mit einer langsameren Rate als n='/2 geschiitzt wird. Die asymptotische Verteilung ist
auch i.A. nicht mehr normal, s. etwa Taqqu (1975).

2. Schétzung der Autokorrelation

Autokorrelationen werden iiber die empirische Autokorrelation geschétzt. Es gibt zur asym-
ptotischen Verteilung nur partielle Resultate. Fiir einen FARMA(0,d,0) Prozess erhilt man:
- fiir d € (0,1/4) ist p(k) asymptotisch normalverteilt mit \/n Rate und der Kovarianz aus
Bartletts Formel.

- fiir d = 1/4 ist p(k) asymptotisch normalverteilt mit (n/ log(n))l/ ? Rate,

- fiir d € (1/4,1/2) hat (k) die Rate n'/?2~¢ und keine asymptotische Normalverteilung.

3. Schitzung in einem FARMA (p,d,q) Modell

Die Parameter d, ¢1, ..., ¢p, 01, .. .0, in einem FARMA (p,d,q) Modell kénnen iiber Maximum
Likelihood geschiitzt werden. Der ML Schitzer ist asymptotisch normalverteilt mit \/n-Rate
und Kovarianzmatrix gegeben durch die Inverse der Fisher Informationsmatrix.

Da die Log-Likelihood schwer zu evaluieren ist (wegen der komplizierten Gestalt der Ko-
varianzfunktion eines FARMA(p,d,q) Modells, wurden auch Approximationen an die log-
likelihood konstruiert und somit auch approximative ML Schétzer, die die gleiche Verteilung
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haben. REFERENZEN!!!
4. Schétzung des long-range Parameters

Schliefllich gibt es direkte semiparametrische Schitzer Parameters d. REFERENZ
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3.4 Unit Root Tests

Eine grundsitzliche Frage bei der Untersuchung einer Zeitreihe ist die der Stationaritéit. Von
Stationaritdt kann u.a. iiber deterministische Trends als auch iiber random walk Komponenten
abgewichen werden.

In diesem Abschnitt wollen wir Tests auf random walk Komponenten betrachten.

Es gibt eine Reihe von statistischen Tests, die ausgehend von parametrischen ARIMA Mo-
dellen die Stationaritét einer Zeitreihe untersuchen. Hier gibt es zwei Gruppen: Sogenannte
Unit-root Tests, bei denen als Hypothese Nichtstationaritéit angenommen wird, sowie Statio-
naritéitstests, bei denen die Hypothese Stationaritét ist.

Zur Gruppe der Unit root Tests gehoren der klassische Dickey Fuller Test, der augmented
Dickey Fuller Tests, der Phillips-Perron Test und sowie weitere aktuellere Tests, auf die weiter
unten noch eingegangen wird.

Zur Gruppe der Stationaritétstest gehort insbesondere der Kwiatkowski - Phillips Test.

Der klassische Dickey-Fuller Test

Dieser basiert auf einem AR(1) Modell.
a. kein Drift oder Trend. Das Modell ist

Xt = (bXt—l + €, €t w.i.v.. (82)
Das Testproblem ist dann gegeben durch
H:p=1 gegen K :|¢| < 1. (83)

Der KQ-Schitzer fiir ¢ sowie die zugehorige t-Statistik basierend auf Xy, ... X, sind gegeben
durch

S XX D=1, o \1)2
¢ =5 ——, ty = — Xiq)', (84)
Db X a (; ' )

wobei 62 = L 5™ (X, — $X,_1)%. Unter H haben sowohl ¢ als auch te ein nicht-standard

Verhalten, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.20
Fiir w.i.v. Fehler ¢; mit Ee; = 0, Fe? = 02 < oo gilt unter der Hypothese H

N Wi(1)? —
n(é—1) 5 % W IE;)(W ;, (85)
sowie ) W(1)2 .
ts 2 T woa) (86)

wobei (W(r), 0<r< 1) eine standard Brownsche Bewegung ist.
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Bemerkung 3.21

a. Der Schiitzer ¢ hat nach (85) unter H eine n-Rate, ist also super-efficient (schnellere Rate
als das parametrische y/n), und hat keine asymptotische Normalverteilung.

b. Die t-Statistik ¢4 konvergiert nach (86) in Verteilung, jedoch ist sie nicht asymptotisch
normalverteilt sondern hat eine nicht-standard Grenzverteilung.

c. Man kann den Zihler in (85) und (86) auch umschreiben mit (W (1)2-1)/2 = fol W(r)dW (r).
d. In der Originalarbeit von Dickey und Fuller (1987) haben die Autoren eine andere (dquiva-
lente) Darstellung der Grenzverteilung erhalten. Die Darstellung in Satz 3.20 geht auf Phillips
(1987) FRUHERE REFERENZEN!!!! zuriick.

e. Unter der Alternative K : |¢| < 1 ist \/ﬁ(gg — gb) sowie t4 asymptotisch normalverteilt
GENAUERI!!L

Dickey Fuller Test

Man erhélt nun den Dickey-Fuller Test in seiner einfachsten Form. Dieser ist offenbar ein ein-
seitiger Test, da eine einseitige Alternative vorliegt. Sei ¢, das a-Quantil der Grenzverteilung
n (86), dann wird H zum asymptotischen Niveau a > 0 verworfen, falls t4 < gq.

Wir kommen zum Beweis von Satz 3.20 und zeigen zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 3.22
Unter den Bedingungen von Satz 3.20 gilt

(m2 ixﬁl,nl ixt_let)T 4 02( 01 W (r)2dr, (W (1)2 — 1)/2)T. (87)

Beweis (des Lemmas)
Sei St = Zé’:l €5, So = O,

1 1 j—1

J
Z, = —— Shy = — Si— <r< =, 88
n(r) Vno [rr] Vno Y b n —' n (88)
Dann besagt das Invarianzprinzip von Donsker
Zu(r) S W(r), 0<r<1, (89)

wobei die schwache Konvergenz sich auf D[0, 1] bezieht. Mit X; = Xy + S, gilt

1 T 1 T t—1 9
e Xh = 5 (et X)
t—

t=1  j=1

T
1
- 5% (sg_1 +2X0S, 1 + xg)

n t=1
) T t/n 1/2 t/n X2
= 0 Snrdr+2aXon / — St dr—i——
tzl/(“)/nmz [nr] Z 1/n \f [nr]
T t/n t/n 2
= o) Zn(r)?dr + 20 Xon~ 1/22/ dr+ﬁ
— Je-vym
1
= 0% [ Zy(r)*dr+Op(n/?). (90)

o
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Analog ist mir €, = > 7, €;/n

1 <& 1 &
*ZXt—lq = — Z (St—l +X0>6t
n n
=1 =1
| T
= —ZSt_let—i—XgEn
ni4

l\l)‘}_l

T
> (PSP — ) + Xoea
=1

t
o2 Sg 1 9 _
2n—2216t +X0€n

Z,(1)* = 1) +op(1), (91)

3

I
w‘qw
.

da &, — 0 (P) und n= 'Y} | ¢/ — o2 (P). Wir betrachten nun die stetigen Funktionen

G:D01 — R, G) = ( [ e a2 1)— 1)
0

Dann gilt nach dem oben Bewiesenen und dem Stetigkeitssatz
n n T
(n 2 XY Xewa) = 02G(Za() + 0p(1)
t=1 t=1

KA 02(/01W(r)2d7~, (W(1)? - 1)/2)T

Beweis (von Satz 3.20)
Zu (85): Es ist
2 n Y aXi
n(¢ - 1) = -2y 2 )
=2y e Xig

und da fo r)2dr > 0 fs., ist H(z,y) = y/x f.s. stetig bzgl. des Grenzmafles in (87), so dass
(85) w1ederum mit dem Stetlgkeltssatz folgt.

Zu (86): Es ist

nt Y e X
/2’
(o+0p(1) (n? oy X2,)
und die Behauptung folgt wiederum mit dem Stetigkeitssatz. ]

ty =

b. deterministischer Drift. a. Hier ist das Modell
Xe=p+ X1+ e, € wiv., (92)
wobei € R der deterministische Drift ist. Das Testproblem ist wiederum gegeben durch

H:¢p=1 gegen K :|¢| < 1.
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Sei éﬂ der KQ-Schétzer von ¢ in (92) mit ¢4, die entsprechende t-Statistik. Dann gilt der
folgende Satz. Hier sei (W(r),0 < r < 1) eine standard Brownsche Bewegung und W*(r) =

W(r)— fol W (s)ds.

Satz 3.23
Fiir u.i.v. Fehler ¢; mit Fe; = 0, Ee? = 02 < oo gilt unter der Hypothese H
a. flir u=20

@ Jy W) AW (r)

n(éﬂ - 1) fol W*(r)2 dr ’ (93)
e LW (r) AW (r)
top > (% W) (94)
b. fir p #0
to, 5 N(0,1). (95)

Bemerkung 3.24

a. Zunéchst bemerken wir, dass sich Grenzverteilungen auch fiir ¢ = 0 in (93) und (94)
gegeniiber denen in (85) und (86) unterscheiden WIE GENAU!! Der Dickey Fuller Test
héingt also stark von der Spezifizierung des Modells ab.

b. Auch unter der Hypothese H : ¢ = 1 unterscheidet sich die Grenzverteilungen, je nachdem,
ob =0 oder p # 0. Man kann zeigen, dass N(0,1) auf (—oo,0) stochastisch grofier ist als
die Grenzverteilung in (94). Basiert man somit die Testentscheidung auf dem kritischen Wert
¢o der Grenzverteilung in (94) (verwerfe also H, falls 4, < o), so erhdlt man fiir p # 0
einen konservativen Test.

Dickey Fuller Test

Der Dickey Fuller Test erfolgt nun analog zum Fall ohne Drift. Es ist aber essentiell, die Tes-
tentscheidung auf der t-Statistik und nicht auf der Verteilung des Schétzers selbst zu basieren,
denn dieser konvergiert im Fall g = 0 schneller gegen 1 als im Fall p # 0. Sei ¢, das a-Quantil
der Grenzverteilung in (94), dann wird H zum asymptotischen Niveau a > 0 verworfen, falls

tou < Qa-

c. Drift und linearer Trend. Hier ist das Modell
Xt = U -+ ﬁt + ¢Xt_1 + €, €t u.i.V., (96)
wobei p € R der deterministische Drift ist. Das Testproblem ist wiederum gegeben durch

H:¢p=1 gegen K :|¢| < 1.

~

Sei ¢g der KQ-Schétzer von ¢ in (96) mit ¢4 3 die entsprechende t-Statistik.

Satz 3.25
Fiir w.i.v. Fehler ¢; mit Ee; = 0, Fe? = 02 < oo gilt unter der Hypothese H
a. fiir § =0 (und p beliebig)
n(ds—1) > 4, (97)
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sowie
tos = B, (98)
wobei die Grenzzufallsvariablen A und B in Phillips und Perron (1988) angegeben sind.
b. fir §# 0 (und p beliebig) ist
tog -5 N(0,1). (99)

Lemma 3.26
Der KQ Schitzer fir ¢ in (96) ist unabhéngig vom Wert von p.

GENAUE FORMULIERUNG UND BEWEIS DES LEMMAS??7?

Das AR(1)-Modell im klassischen DF-Test ist in der Regel zu einfach, so dass das Modell, in
dem auf unit root getestet wird, misspezifiziert ist. Somit sind auch die Testergebnisse nur
approximativ giiltig. Es gibt verschiedene Erweiterungen, die diese Problem iiberwinden. Wir
besprechen den erweiterten Dickey-Fuller Test (ADF Test) sowie den Phillips-Perron Test
(PP-Test).

Der erweiterte Dickey-Fuller Test (Augmented Dickey Fuller Test, ADF Test

Man beobachtet X, ..., X, nach dem Modell X; = d; + Z;, wobei d; ein deterministischer
Drift (also dy = 0 oder d; = p oder d; = p+ ft), und Z; als ARIMA Prozess modelliert wird.
Das Testproblem im ADF-Test ist

H : (Z;) folgt ARIMA(r,1,q) fir ein (unbekanntes) Paar (r, q),

gegen
K : (Z;) folgt ARMA(r + 1, q) fiir ein (unbekanntes) Paar (r, q).

Man nimmt dabei nicht unbedingt an, dass man stationér startet, die Anfangsverteilung spielt
fiir die Asymptotik jedoch keine Rolle.

Man approximiert nun die Zeitreihenstruktur fiir Z; durch ein AR(p) Modell, und ldsst die
Ordnung p wachsen, um giiltige Resultate auch fiir Reihen mit einem MA-Anteil zu erhalten.
Wir setzten also an

Zy=p1 2 1+ ...+ qprt,p + €.

Schreibe
p—1
Zy = pZ1+ Z a;AZy i+ €, AZy i =2y i — Zy i1,
i=1

sodass p+ay =¢1,a; —aj_1=¢;,j=2...,p—1, ¢ = —ap_1, oder
p p
P:Z%" aj:_z¢j-
j=1 i=j+1

Eine Einheitswurzel ¢(1) = 0 in dem AR(p) Polynom ¢(z) = 1 —¢12—...—¢,2P ist dquivalent
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zu p = 1. Wir schreiben nun

p—1
Xt = di+pZi1+ Z aiAZy i+ €
i=1
p—1 p—1
= dy — pdi—1 — Z a;iAdi—; + p X1 + Z a;iAX—; + €.
i=1 i=1
Subtraktion von X;_; liefert
p—1 p—1

AXt = dt — Pdt—l — ZCLZ‘Adt_i + (p - 1)Xt_1 + ZaiAXt—i + €.
=1 =1

Man erhilt nun die folgenden ADF-Regressionen:
Fiir d; = 0 verschienden alle Trend Terme.

Fiir d; = p erhélt man mit a = (1 — p)p, a =p—1

p—1
AXt =a-+ OéXt_l + Z CLZ‘AXt_Z‘ + €.
i=1

Fiir d; = p + Bt erhilt manmitbz(l—p)u+p6+ﬂ2§’:—11ai,c:(l—p)ﬁ,a:p—l

p—1
AX;=b+ct+aXi_1+ Z a; AX—_; + €.

i=1

Man schétzt nun fiir festes p die Parameter a,aq, ..., ap—1 sowie gegebenenfalls noch a oder
(b, ¢) durch KQ-Schétzer, und ¢, sei die t-Statistik in jeweiligen Modell zur Hypothese oo = 0.

Wir kommen nun zur Asymptotik des ADF Tests.

1/r

Annahme A: Sei p = p(n) — oo derart, dass n=/?p — 0 und ¢p > n!/" fiir ein ¢,r > 0.

Satz 3.27

Angenommen, d; = 0 und (X;) liegt ein ARIMA(r,1,q) Modell mit u.i.v. Fehlern und Parame-
tern ¢1,. .., ¢, sowie 01, ..., 0, zugrunde. Dann gilt unter der Annahme A fiir den KQ-Schétzer
Q von «

1+61+...+6 1 1)2-1
+ O .. qn&g,%, (100)
l—¢1—...— ¢ 2 [y W(r)2dr
sowie )
12 -1
T (101)

1

9 /1 1/2°

2 (fo W(T)er) /

wobei (W(r), 0<r< 1) eine standard Brownsche Bewegung ist.

Bemerkung 3.28
a. Verteilung von & héngt von unbekannten Parametern ab.
b. Verteilung von ¢, nicht, kann zum testen verwendet werden.
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Weiter gelten analoge Versionen der Sétze 3.23 und 3.25. Insbesondere bleiben die Verteilun-
gen der t-Statistiken giiltig (also nuisance Parameter frei). REFERENZEN; MEHR TEXT;
WIE IST ES GENAU?77?7?

Phillips-Perron Test

Waéhrend der ADF-Test innerhalb der ARIMA Klasse testet, kann der Phillips-Perron Test
auf allgemeinere Situationen angewendet werden.

a. Kein deterministischer Trend. Man setzt an wie im klassischen Dickey-Fuller Test in
(82), nur dass man fiir die (¢;) nur (starke) Stationariéit fordert. Die Hypothese ist wie in (83)
und Schétzer und Teststatistik sind wie in (84) gegeben.

Wir nehmen an, dass Fe; = 0, Ee? = 02 < oo und dass (e;) ergodisch ist, so dass

n n
— E e — 0, — € — 0g,
n n

t=1 t=1

wobei beide Aussagen fast sicher, also insbesondere in Wahrscheinlichkeit gelten. Dariiber
hinaus nehmen wir an, dass der Grenzwert

n

lim lE( et>2 =0 < (102)

n—oo N
t=1

existiert, und dass die Aussage des Donskerschen Invarianzprinzips gilt, also fiir den Polygon-
zug (88) (wobei hier das o2 aus (102) verwendet wird), die Grenzwertaussage (89) gilt. Dies
ist unter allgemeinen Bedingungen fiir stationére Prozesse der Fall, s. etwa REFERENZEN!!!

Satz 3.29
Unter den obigen Annahmen gilt

a1 W(1)? —o2/0?

n(¢—1) 5 3 TR dr (103)
sowie
4 2(; W1(1)2 _ 02/012/2' (104)
e (Jo W(r)2dr)
Beweis

Wir skizzieren den Beweis. Die Rechnung (90) bleibt unveréndert giiltig, wihrend wir in (91)
erhalten

T n
1 0% S§2 1 _
— E thlet = an - — 6152 + X()Gn
n = 2 o*n  2n P

2

O‘2 g
?Zn(1)2 -~ +op(l).
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Mit dem Stetigkeitssatz erhalten wir (103) und (104). Fiir (104) benétigen wir noch, dass

6% — o2. Hierfiir rechnen wir mit b—1
1 L A 2
52 = s Z (X7 — 20X, X1 + X2 )
t=1
1 < 2
= oy (= Xe) +op(1)
t=1
1 n
= L@ to) o
t=1

Die Grenzverteilungen in (103) und (104) hingen von nuisance Parametern ab. Diese konnen
zwar geschétzt werden, aber die Grenzverteilungen miissten fiir jeden moglichen Wert des
Quotienten tabelarisiert werden. Daher geht man zu Statistiken iiber, deren Grenzverteilung
asymptotisch nicht von nuisance Parametern abhéngt.

Korollar 3.30
Seien 62 und 62 konsistente Schiitzer fiir 2 und o2. Dann gilt unter H : ¢ = 1 fiir die
modifizierte ¢ Statistik

7, — ¢—1 1 6% — o2

o(Dr X2 )P 2e(nzyr x2 )

Beweis
Zunichst konvergiert

o—1 a1 W()?—o2/o?
G(Cr X2 ) 2 wzan)t?

Weiter ist . .
Sy X2 )L ([ W'
t=1 0
Dies ergibt nun leicht die Behauptung. ]
b. Trend Fille. Man kann analoge Resultate auch in den Féllen eines deterministischen

Drifts oder Trends erhalten, vgl. Phillips und Perron (1987). Man muss wiederum die Sta-
tistiken geeignet modifizieren, um Grenzverteilungen zu erhalten, die nicht von den Nuisance
Parametern o2 und o2 anhiingen. Allerdings ist deren Verhalten nur fiir y = 0 (Drift Fall)
bzw. # = 0 (Trend Fall) explizit bekannt. Was unter p # 0 (Drift Fall) bzw. 8 # 0 (Trend
Fall) passiert, scheint nicht bekannt zu sein.

Tests auf saisonale Unit roots

Bisher haben wir die Hypothese getestet, ob eine nicht stationére Zeitreihe vorliegt, deren
Differenzen (erster Ordnung) stationér sind. Es gibt auch Tests auch saisonale Unit Roots,
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also darauf, ob das saisonale Muster einer Zeitreihe stationir ist oder eine random walk
Konponente hat. Hier seien die Arbeiten von Hylleberg, Engle, Granger und Yoo (1990)
sowie F. Canova and B.E. Hansen (1995), in denen derartige Tests vorgeschlagen werden,
erwahnt.

Tests auf Stationaritit

Falls man mit einem Unit root Test die Hypothese der Unit root nicht verwerfen kann, so ist
deren Existenz damit jedoch noch nicht bestéatigt. Daher sind auch Tests von Interesse, deren
Hypothese die Stationaritét ist. Falls dies zugunsten einer Unit Root verworfen werden kann,
hat man mit einem bestimmten Fehlerniveau eine Unit root nachgewiesen.

Ein derartiger Test wurde von Kiatkowski, Phillips, Schmidt und Shin (1992) (KPSS Test)
vorgeschlagen. Das Modell lautet

Xe=pu+ Bt+r+ €, t=1,...,n,

wobei u, 8 € R, rg = 0 und ry = ry—1 + uy mit uy u.i.v. mit Fup = 0, Eut2 = UZ < oo und
(€) eine stationiire Zeitreihe mit Ee; = 0, Ee? = 02 < co. Dabei ist also r; die random walk
Komponente, diese verschwindet, falls 02 = 0. Somit lautet der Test:

H:02=0 gegen K:02>0.
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3.5 Lineare Zeitreihenmodelle mit heavy tails
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3.6 Literaturhinweise und Bemerkungen
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4 Spektraltheorie

4.1 Zyklische Zeitreihen

Seien fir —m < w; < ... < w, <7 Z(w1),...,Z(w,) komplexwertige Zufallsvariablen mit
EZ(wj) =0, E|Z(wj)]? = 07 <00, j=1,...,n, E(Z(wj)Z(w) = 0, j # k. Dann heift

n
Xy =Y Z(w)e™i,  tel (105)
j=1
eine zyklische Zeitreihe. Offenbar gilt EX; = 0,
Cov(Xyn, Xi) = EXen Xp = 07e™i = (h),
j=1
insbesondere ist X; schwach-stationdr. Man kann also schreiben
) n
2(h) = /( ), =3 o, (106)
—T, T j=1

wobei J,, das Dirac-Mafl bei w bezeichnet. Die Formeln (105) und (106) sind Spezialfille der
Spektraldarstellung eines stationéren Prozesses sowie seiner Autokorrelationsfunktion.

Reelle zyklische Zeitreihen
Die Zeitreihe (105) ist reellwertig, falls

a. Wj = Wp_; Hr wj,wp—j # , sowie Z(w;) = Z(wn—j),
b. fiir w, = 7 ist I(Z(m)) = 0.
Zu a.: Schreibe Z(w;) = C(w;) + iD(w;), dann

Z(wj)eiwft + Z(wn_j)ei“”*ft = 2(C(w]~) cos(w;t) — D(wj) sin(wjt)),

so dass (die 2 geht in der Summe sein)

Xy =) (Clwy) cos(wjt) — D(w;) sin(wjt)) (107)
j=1
Wegen
0% = E|Z(w))]? = EC(w;)? + ED(w;)?

0= EZ(wj)Z(wn—;) = EZ(wj)* = EC(w;)* — ED(w;)? + 2iEC(w;)D(w;),
gilt fiir reelle zyklische Zeitreihen in der Darstellung (107)

EC(wj)? = ED(w;)* =0},  EC(w;)D(w;) =0.

Weiter kann man aus der Unkorreliertheit der Z(w;) und a. noch die Unkorreliertheit aller
C(wj), D(wy) (auch fiir verschiedene j, k) folgern.
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4.2 Das Spektralmafl

Lemma 4.1
Sei 4 ein endliches Borel-Ma$ auf [~n,7]. Dann liegt der Raum V =span{e’”, h € Z}
(trigonometrische Polynome) dicht in LS (u), und g ist durch die Werte

/ " () (108)

—T

eindeutig bestimmt.

Beweis
Die trigonometrischen Polynome V liegen dicht in den stetigen, 27-periodischen Funktionen
Cper[—m, 7| bzgl. der max-Norm || - [||_ ] (Weierstrassscher Approximationssatz). Weiter ist

Cper([—,7]) dicht in LS (1) bzgl. der Ly — p Norm. Dann ist V auch dicht in LS (1), da
p endlich ist. Somit wird ein Mafl auch eindeutig durch seine Werte (108) festgelegt, da
Integration stetig bzgl. der Lo Norm. m

Bemerkungen: positiv semidefinit = Autokovarianzfunktion.

Satz 4.2 (Herglotz, Existenz des Spektralmafles)
Sei v : Z — C positiv semidefinit. Dann existiert genau ein endliches Mafl p auf (—m, 7], so
dass

() = / ¢ du(w),  heZ (109)
(_ﬂ—vﬂ—]

Umgekehrt ist jede Funktion der Form (109) positiv semidefinit. Das Ma8 u heifit Spektralmafl
von . Hat p eine stetige Dichte f bzgl. \(_r 7], (Lebesque Maf), so heifit f Spektraldichte
von 7.

Beweis
a. Funktionen der Form (109) sind positiv semidefinit:

SNt —t) = D A / ) dpu(w)

Jik=1 jk=1 (=m,m]

_ / S At dpu()
(_

™) k=1

B /(—F,Tl']

b. Existenz des SpektralmaBes p: Wir kénnen (0) > 0 annehmen, da sonst y(h) = 0 fiir
alle h (da Kovarianzfunktion, somit Cauchy Schwarz), und dann kann p = 0 gesetzt werden.
Setzte p(k) = v(k)/~v(0), fn:[-m, 7] — C mit

2
dp(w) > 0.

)\] eiwtj
1

Jj=

n—1
1 —thw
@) = 5o S (1= [/ (e
h=—(n—1)
1 - . —ijw thw
= ox V(= k)e ™ =0, (110)



76 4 SPEKTRALTHEORIE

da ~ positiv semidefinit, wobei (15) verwendet wurde. Man berechnet

n—1

fa@)e™do = 5o S (= Ik [ et
- 7rk:f(nfl) T
_ (A= |hl/n)y(h),  |h[<n—1,
N { 0, sonst. (111)

Insbesondere ist [7_ f,(w) dw = ~(0), daher definiert

1
olB) = | f@rdo,  Befomal

eine Folge von W-Maflen auf der kompakten Menge [—, 7|, und daher exitiert nach Prohorov
eine schwach-konvergent Teilfolge p,, — po, & — oo. Dann gilt nach Definition der schwachen
Konvergenz und (111)

/ e dpo(w) = h]gn / e dpin, (w
[—m,7] [—m,7]

B @)v(h) _(h)

= lim 1
e (=050 = 20)

Setzt man nun p(B) = (u(B) + po(—m)1x(B))y(0), B C (—m, ), so erfiillt p (109).
c. Eindeutigkeit: Dies folgt direkt aus der Bedingung (109) und Lemma 4.1. ]

Satz 4.3 (Inversionsformel)
Sei v : Z — C positiv semidefinit mit

> (k)] < oo (112)
heZ
Dann ist )
_ —iwh
flw)= o > A(me ™ (113)
heZ
die stetige Spektraldichte von ~.
Beweis
a. Stetigkeit von f: Die Partialsummen in (113) sind stetig, und wegen (112) und |e”™"| = 1
konvergiert die Reihe in (113) gleichméBig, also ist auch der Limes stetig.
b. f > 0: Fiir die f,, in (110) gilt f,(w) > 0, und
F@) = falw) = o nz:l @’Y(’ﬂ)e%w e > e =14 11
" 27 n 27 ’
k=—(n—1) |h|>n
Der Term II — 0, n — oo, da die Reihe in (113) konvergiert. Zu I: Die Folgen
|| i
(?7(13)6 lkwl\k\ﬁn—l)kez -
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konvergieren gegen 0 fiir jeden festen Index k und fiir n — oo, und werden majorisiert
durch (|y(k)]) ez Da diese Folge nach (112) summierbar ist, folgt mit dem Satz von der
majorisierten Konvergenz fiir das Ziahlmafl auf Z die Konvergenz I — 0, n — oo. Also
konvergiert punktweise f,(w) — f(w), und da f,(w) > 0 fiir alle n, folgt auch f(w) > 0.

c. f Spektraldichte: Wir rechen die Eigenschaft (109) nach. Mit dem Satz von der majorisierten
Konvergenz fiir das Lebesque Maf§ auf [—m, 7], sowie (112), erhalten wir

A 1 o
/( St = o /( S (k)R dy

—pi,m] ey

= oA [P e =),

keZ, (—7‘(',71’]

Bemerkung 4.4

Die Sétze 4.2 und 4.3 sind klassische Resultate der harmonischen Analysis auf kompakten
Abelschen Gruppen (hier speziell fiir S formuliert). Das Haarsche Maf ersetzt dann allgemein
das Lebesque-MaB, und die Charaktere der Gruppe die Funktionen e,

Beispiel 4.5

In den Beispielen berechnen wir jeweils die Spektraldichte f der Autokorrelationsfunktion.
a. Weifles Rauschen. In (113) haben wir p(h) = 0 fiir h # 0, also f(w) = 1/(27).

b. AR(1). Esist X; = ¢X;_1 +e;, und p(h) = ¢!". Somit

F@) = g e = o (14 (g + Y00

hez, h>1 h>1
- i( 1 N 1 _1)_1(1+¢ei“+1+¢eiw—]1+¢ei“|2)
2m \1 + ge= = 1+ gew 27 11+ pei|?
1 1 — ¢?

27 14 2¢ cos(w) + 2

Die Dichte f hat das Maximum bei w = 7 falls —1 < ¢ < 0, und bei w =0 falls 1 > ¢ > 0.
c. Spezielles AR(2): Betrachte X; = ¢X; o + e, dann ist p(h) = ¢/"/2 fiir h gerade, und
p(h) = 0 fir h ungerade. Man berechnet

IR

2w 1+ 2¢cos(2w) + @2

Fiir 1 > ¢ > 0 hat f ein Maximum bei /2.

d. MA-Reihen: Sei X; = Z}I-:o 0;e;—j, wobei 6y = 1. Dann ist

fw)

—h
2520 03%5+n

LOEE =T A
0, h > q.
Somit ist
F@) = =3 e = L 1S ) cosen)
wi= 27 phje 2T o7 P “

|hl<q h=1
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Fiir MA(1) ist etwa

1 1 4

flw) = or + s cos(w)
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4.3 Nichtparametrische Spektraldichteschéitzung
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4.4 Der Spektralsatz

Stochastische Integration

Definition 4.6 (Mafl mit orthogonalen Werten)
Sei (X, B) ein Messraum und (H, <,>) ein komplexer Hilbertraum. Dann heifit eine Abbil-
dung Z : B — H ein Maf§ mit orthogonalen Werten (MOW), falls

nz(B) = 1Z(B)|?,  BeB, (114)
ein (dann endliches) Ma#f ist, fiir dass
< Z(Bl),Z(BQ) >= ,Ltz(Bl N Bg), By, By € B. (115)

Bemerkung 4.7
a. Aus (115) folgt: Ist By N By =0, so ist < Z(By), Z(Bz) >= 0.
b. Sind (Bj);>1 paarweise disjunkt, so gilt

00
2(UBi) => 28y (116)
i>1 =1
Beweis zu (116) Zunichst zeige fiir By N By = ()

Z(B1 U Bs) = Z(B1) + Z(Bs).
Dazu betrachte Y = Z(B; U By) — Z(B;) — Z(Bz). Dann ist mit (115)

IYI? = [1Z(B1UB)|* + 1 Z(BV)|* + | Z(B2)II
—2( < Z(B1UBy),Z(B1) > + < Z(B1UB3),Z(Bs) > — < Z(Bs),Z(B1) > )
= pz(B1U Bs) + uz(Bi1) + pz(Bs) — 2uz(B1) — 2uz(UBs) +0 =0,

da pz endlich additiv ist. Somit ist fiir alle n > 1

2(UB) _Jzi:lZ(Bj) +2( U B).

>1 j>n+1

HZ< U Bj)HQZHZ( U Bj)z U wz(By) —o0.
>+ izt

j>n+1

Also konvergieren die Partialsummen in (116).

Satz 4.8 (Fortsetzungssatz fiir isometrische Abbildungen)
Es seien (Hy,<,>1), (Ha,<,>2) komplexe Hilbertriume, A C Hy, 1) : A — Hy mit

< Y(a),P(b) >2=<a,b >, a,be A (117)
Sei V = lin(A). Dann existiert genau eine lineare Abbildung ¥V — Hy, mit
< 1;(&), Q:Z(b) >o=< a, b >1, a, be V?

und 1/;| 4 = . Man nennt dann 1; die isometrische Fortsetzung von 1, und bezeichnet diese
auch wieder mit .
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Beweisskizze. Definiere zunéichst ¢ auf lin(A). Fir v = Z?:l Ajaj, Nj € C, a; € A, setze

bw) = Aib(ay). (118)
j=1

Zeige nun der Reihe nach mit Hilfe von (117):

a. ¢ ist in dieser Darstellung auf lin(A) wohldefiniert, also unabhiingig von der speziellen
Darstellung von v,

b. linear und isometrisch auf lin(A),

c. setze durch Stetigkeit auf lin(A) fort, dann wieder wohldefiniert.

Andererseits muss ¢ (118) erfiillen, und ist dann durch Stetigkeit eindeutig bestimmt.

Lemma 4.9
a. Fir ein MOW Z : B — H wird durch

vz (1p) == Z(B), BehB, (119)

eindeutig eine Isometrie ¢z : LS(X, B, uz) — H definiert.
b. Ist 1z : LS(X, B, uz) — H eine Isometrie, so definiert Z(B) := (1), B € B, ein MOW
mit pz = p.

Beweis
a. Es ist

< 131,132 >uy; = /131132 d/LZ
= /Lz(Bl N Bz) =< Z(Bl),Z(Bg) > .

Da die Indikatorfunktionen dicht in Lg(X , B, uz) sind, folgt die Behauptung mit dem Fort-
setzungssatz 4.8.

b. Esist | Z(B)||? = |¢(1)||*> = [ 1% du = p(B). Eine analoge Rechnung liefert die gewiinsch-
te Gleichung fiir das Skalarprodukt. m

Definition 4.10
Ist Z: B — H ein MOW und ¢z die in Lemma 4.9 a. definierte Isometrie, so heifit fiir
feL5(X,B,uz)

velf) = [ 14z
X
stochastisches Integral von f bzgl. Z.

Lemma 4.11 (Rechenregeln fiir das stochastische Integral)
Fiir f, g, fo € LS(X, B, uz), a,b € C gelten

1. [(af +bg9)dZ =a [ fdZ+b [ g)dZ.
2. fo— fin LS(X,B,nz) & [ fudZ — [fdZin H.

3. < [fdzZ, [gdZ >u=<f,q9 >,
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4. [ rdzl = 1112,

Das Lemma folgt unmittelbar aus der Definition, da 1z eine Isometrie ist.

Bemerkung 4.12 (Zusammenhang zur stochastischen Integration)
Sei Z(w)we|—n,x) €in zentrierter, quadratintegrierbarer, komplexwertiger Prozess mit orthogo-
nalen Inkrementen

E(Z(wg) — Z(wl)) (Z(w4) — Z(wg)) =0, < w <wy <w3z<wy <—T
und rechtsstetigen Pfaden in Lo:
E|Z(w+06)— Z(w)]? =0, 6,0, we[-mmn].
Ein Beispiel wire ein quadratintegrierbares Martingal mit rechtsstetigen Pfaden. Dann kann
pz((wi,wa]) = B|Z(ws) — Z(w1)|”
zu einem Maf} pz auf (—m, 7] fortgesetzt werden. Die Abbildung
V(1w wn)) = Z(w2) = Z(w1)

kann zu einer Isometrie ¢ : Lo ((—, 7], uz) — L5(Q, A, P) fortgesetzt werden. Mit Lemma
4.9 b. erhélt man dann ein MOW, dessen stochastisches Intergal gleich dem iiber ¢ definierten
stochastischen Intergal bzgl. des Prozesses Z(w) ist.

Spektralsatz

Satz 4.13 (Spektralsatz fiir stationire Prozesse)
Sei (X¢)iez ein stationérer, zentrierter, komplexwertiger Prozess mit Kovarianzfunktion v und
Spektralmafl . Dann definiert

v oet = Xy, teZ, (120)

eindeutig eine Isometrie ¢ : LS ((—m, 7], u) — Lo(€2 A, P). Weiter definiert Z(B) = v¢(15)
ein MOW mit gz = p und
X, :/ e dz(w). (121)
(771-777}

Das MOW Z = Zx ist durch pz = p und (121) eindeutig bestimmt.

Beweis

< eitl', eit? >Lg(ﬂ) = / eiw(h*tz)'u(w)
(*ﬂ‘,ﬂ']
— ’y(tl — tg) = EthXitT

Da (e');ez dicht in Lg((—ﬂ',ﬂ'],u) nach Lemma 4.1, kann 9 auf ganz Lg((—ﬂ',ﬂ'],/,b) fort-
gesetzt werden. Dann ist Z ein MOW nach Lemma 4.9 b. Die Gleichung (121) ergibt sich
aus der Eindeutigkeit der Fortsetzung von 1, ausgehend von den Indikatorfunktionen. Zur
Eindeutigkeit von Z = Zx: da die Funktionen (e’);cz dicht in LS ((—m, 7], 1) sind, ist die
Isometrie f — [ fdZ fiir alle f € Lg((—w, ], /L) eindeutig bestimmt, und dann auch auf den
Indikatorfunktionen, was Z selbst eindeutig festlegt. m
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Bemerkung 4.14 (Stochastische Integral ist zentriert)

Sei (X¢)iez ein stationiirer, zentrierter, komplexwertiger Prozess mit Kovarianzfunktion -
und Spektralmafl p. Dann ist fir f € Lg((—w,w], ,u) die Zufallsvariable f(,,, ] fdZx stets
zentriert.

Beweis

Fiir endliche Linearkombinationen von Funktionen (e);cz gilt dies wegen (121), da die X;
zentriert sind. Da V = span{(e’"");ez} dicht in LS ((—m, 7], p), existiert zu f € LS ((—m, 7], 1)
eine Folge f, € V mit f, — f und E [ f,, dZ = 0. Wegen

/fndZ—>/de in LS(Q, A, P).

folgt auch 0=F [ f,,dZ — E [ fdZ. n
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4.5 Filterung

Satz 4.15 (Substitutionsregel fiir stochastische Integrale)
Sei Z : B— H ein MOW, g € Ly(X, B, uz). Dann definiert

Z1(B) = /Xg(w)lg(w) dZ(w), B e B,
ein MOW mit
pz,(B) = /B 9% dpz, (122)

und fiir f € Lo(X, B, uz,) gilt fg € La(X, B, pz) und

/ fdz, = / fgdZ. (123)

Beweis
a. Zeige: Zp ist ein MOW mit pz, definiert nach (122). Dann ist

<Zl(Bl),Zl(BQ) > = </ngle,/ngle>

= </ 91B,91B, duzz/ lg|? dpz.
X B1NBa

Da (122) ein Ma$ auf (X, B) definiert, folgt hiermit, dass Z; ein MOW mit uz, der Form
(123) ist.

b. Die Gleichung (123) gilt wegen der Linearitéit des stochastischen Integrals bzgl. Z; und Z
fiir Linearkombinationen von Indikatorfunktionen. Seien f,, Elementarfunktionen, f, — f in
Lyo(X,B,pz,), also [ f,dZy — [ fdZ. Da mit (122) folgt

/ o — fPdpiz, = / o — FPl0l2duz,
X X

also fng — fg in Lo(X, B, uz), und somit auch [ f,dZ; = [ fogdZ — [ fgdZ. n

Bemerkung 4.16
Ist |g| > 0 pz-fs., so gilt auch

1
Z(B) = /1Bgd21.

Beweis

Setze ¢!

V=1 pg-fs., und

=0 fiir ¢ = 0, dann ist gg~
/|9_113|2duzl = / lg ' Plgl*1pdpz = pz(B) < oo,  BeB,

also g7! € Lao(X, B, j1z,), und somit folgt die Behauptung mit (123). m
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Definition 4.17 (Filter)
Sei (V)7 eine zentrierte, stationéire, komplexe Zeitreihe mit Spektralmafl gy und MOW Zy-.
Fiir eine Transferfunktion (oder Filter) ¢ € Lo(uy) setze

X, = / e op(w)dZy, tez, (124)
(771-777}

die gefilterte Zeitreihe. Die Funktion |p|? heifit dann Filterfunktion.

Satz 4.18
Die gefilterte Zeitreihe (124) ist stationér, zentriert mit Autokorrelation

)= [ ip@Pduw), hez, (125)
MOW
Zx(B) = /1B<dey, B C (—71',71‘], (126)
Spektralmafl
px(B) = [ lePduy, B C(-mal (127)
B
sowie Spektraldichte (falls Spektraldichte von fy von uy exitiert)
Fx =lel'fy. (128)
Beweis

Die gefilterte Zeitreihe (124) ist zentriert nach Bemerkung 4.14.
<X Xi> = [ @) duy (o)

= [ emloPdux ()

somit gelten (125) und (127).
Zu (126): Dies definiert nach Lemma 4.9 b. ein MOW, und nach (123)

[ etazst) = [ o) dzy @) = X,

daher folgt (126), da das MOW einer stationdren Zeitreihe diese Eigenschaft sowie sein zu-
geordnetes Mafl eindeutig bestimmt ist, wobei (126) als zugeordnetes Maf offenbar (127)
hat. =

Bemerkung 4.19 (Hintereinanderschaltung von Filtern)
Hintereinanderschaltung von Filtern ¢ und y ergibt Filter ¢y.

Satz 4.20 (Filter in Reihendarstellung)
Fiir ¢ € LS (uy) der Form

p(w) = che_ij“, c; € C, (129)
JEZL
gilt fiir (124)
Xy =) ¢Y , teL (130)

JEZ
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Beweis

S A
(_7r77r]

= Z Cj / eiw(t—j) dZy = ZCjY%_j

jez, Y (=mm] jez

Bemerkung 4.21

a. Dalin{e®,t € Z} dicht in LS (uy), existiert stets eine Darstellung (129). Fiir Y; = ¢; weifles
Rauschen ist py = 02/(2m)A\(_r - (Lebeques MaB), und (129) die Fourier Entwicklung von
©.

b. Ist in der Praxis ein Filter der Form (130) gegeben, so bestimmt die Transferfunktion ¢
durch (129) und Koeffizientenvergleich.

c. Sind die Koeffizienten ¢; absolut summierbar, so definiert (129) eine beschrénkte stetige
Funktion, die also fiir jedes endliche Mafl p in La(p) ist.

Beispiel 4.22
1. Differenzenoperatoren. Fir X, =DY; =Y, —Y,_1sindin (129) ¢ =1,¢1 = —1,¢; =0
sonst. Somit

plw) =1— e = »/? (e_i“’ - ei“’) = —2ie™/? sin(w/2).

Als Filterfunktion erhalte
lp(w)|? = 4 sin*(w/2) = 2(1 — cosw).

Fiir Differenzenoperatoren héherer Ordnung, die durch

n
Dnyjf = Dn_l)/t - Dn_lY;ffl = Z(_l)r <7:> Y;ffra te Z,TL > 17
r=0

(Induktion!) definiert sind. Aus der Rechenregel zur Hintereinanschaltung von Filtern gilt
fiir den Filter von D™ : ¢(w) = (—2i)"e™/?sin™(w/2), und fiir die Filterfunktion ¢(w) =
2”(1 — cos w)n.

2. Moving average. Falls

somit ¢; =1/(2¢+1),j=t—gq,...,t+ ¢, und ¢; = 0, sonst. Man erhélt p(0) = 1 sowie

1 sin(w(2g+1)/2)

plw) = 2q+1 sin(w/2) '

w # 0.
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4.6 Anwendungen auf ARMA Modelle

Angenommen, die stationire, zentrierte Zeitreihe (X;);cyz erfiillt eine ARM A(p, q)-Gleichung
(25) mit einem weiflen Rauschen (e;)icz. Seien Zx und Z, die zugehdrigen MOWSs (nach Satz
4.13). Mit (121) kann man dann die ARM A(p, q¢) Gleichung schreiben als

/ (1_¢1e*iW__ ) ._¢pe*ipw) e”“’dZX(w) — / (1+91e*i“’+. ) .—1—9,167”“’) eit“’dZe(w).
(771-771-}

(771-’71-}
(131)
Mit den AR- und MA-Polynomen ¢(z) und 6(z) schreibe

plw)=¢(e™™),  D(w)=0(e™). (132)

Damit kann man (131) schreiben als

/ () €7 (1) = / I(w) €™ dZ,(w). (133)
(-]

(_ﬂ—vﬂ—]

Dann sind auch die Spektralmafle der linken und rechten Seite von (133) gleich, und mit (127)
und dpe(w) = 02/(27) dw kann man schreiben

o
[ le@Pdux(e) = [ )P, Be(-mal (134)

Beweis (von Satz 2.10)

a. Angenommen, ¢(z) # 0 fir |z| = 1, also p(w) # 0 fiir alle w € (—m, 7). Da ¢ stetig und
2 periodisch ist (ist ein trigonometrisches Polynom), ist ¢ ~! beschrinkt, also in Lo (v) fiir
alle endlichen MaBe v. Somit erhilt man durch Anwendung des Filters ¢! auf (133) mit

Bemerkung 4.19 und (121)
itw 19(‘“0)
X, = e ——=dZ(w). (135)
(—m,m] @(w)
Dies zeigt die Eindeutigkeit einer Losung. Andererseits ist ein iiber (135) definierter Prozess
(X}) zentriert und stationér (Satz 4.18), und mit Bemerkung 4.19 gilt

/(_m} p(w) ™ dZx (w) = / ¢ () W(w)

(=] go(w)dZe(w) - /(_M] P(w) e"™dZe(w).

b. Angenommen, (X;) sei eine stationére, zentrierte Losung der ARMA Gleichung (133).
Wir zeigen dann ¢(w) # 0 fiir alle w € (—m, 7], und fithren dazu einen Widerspruchsbeweis.
Angenommen, ¢(wg) = 0, setze zyp = €™°. Dann kann man fiir das AR Polynom fiir ein
Polynom ¢(z) schreiben

¢(2) = (1= 2/20)$(2)-
Es ist

ezw

e’iw()

wo

‘ = |e — ei“‘ = 2| sin(w — wp)|.

Setze nun
Uy = / P(e™™) e dZx (w), teZ.
(771-771-}
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Dann gilt fiir das Spektralmafl uy; von (Uy) nach Bemerkung 4.19

/45111 (w—wo) dpy (w /|g0 )2 dpx, B C (—m, 7.
B

Damit und mit (134) erhélt man

[ st —en) i) = | 196

Da ¢(z) und 6(z) keine gemeinsame Nullstelle besitzen (Gleichung liegt in reduzierter Form
vor), existieren ¢y > 0, ¢ > 0, so dass | (w)| > ¢ fiir w € (wy — €9, wo + €0) N (—m, 7] =: I(€p).
Aus (136) mit B = I(€), € < eg, und |sinz| < |z| folgt

—<d(w), B C (—m, 7. (136)

2

Ao (I()€* > cPe=<.

Division durch € und € — 0 liefert einen Widerspruch. =

Bemerkung 4.23
Falls Gleichung nicht in reduzierter Form vorliegt.

Gleichung (135) liefert direkt mit Satz 4.18, Gleichung (128) die Spektraldichte eines ARM A(p, q)
Prozesses.

Satz 4.24

Es sei X = (Xy)ez ein ARM A(p, q) - Prozess zur Gleichung (133). Dann hat X die Spekt-
raldichte

: Pw))?
fr(w) = (137
)= B o )
Bemerkung 4.25
Falls X = (X})tez reell, dann fy symmetrisch.
Bemerkung 4.26
parametrische Spektraldichteschitzung
Beweis (von Satz 2.12)
a. Ist (X;) kausal, so kann man nach (29) mit Satz 4.20 schreiben
X, = /P(e‘”')e’t' dZ.,  Plz)=> ;7. (138)
j=0

Anwendung des Filters ¢ auf (138) liefert

/goeit' dZx = /wp( e dz,.
Mit (133) und Eindeutigkeit des Filters in Lo folgt dann

Iw) = p@)P(e™)  in La(). (139)
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Wegen Stetigkeit gilt die Gleichheit auch tiberall auf (—m,7]. Nun ist ¢(z)P(z) eine Potenz-
reihe, die fiir |z| < p konvergiert, und auf |z| = 1 mit 0(z) iibereinstimmt. Somit folgt nach
dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen

0(z) = 9(2)P(2), |2/ <1

Somit wire eine Nullstelle von ¢ fiir |z| < 1 auch eine Nullstelle von 6(z), welches aber wegen
der Reduziertheit ausgeschlossen ist. Also ¢(z) # 0 fiir |z| < 1.

b. Ist ¢(z) # 0 fiir |z| < 1, so konvergiert die Potenzreihe

ZOO
TERPIR

Jj=0

/-\

SR

fur |z] < p mit p > 1, und die Koeffizienten v; sind absolut summierbar (vgl. Remmert 7).
Daher ergibt sich (29) mit der Darstellung (135) und Satz 4.20, wobei noch ¢(0) = 6(0) =1
zu beachten ist. m

Der Beweis von Satz 2.15 (Invertibilitdt) verlduft ganz analog, nur die Rollen von ¢ und ¥
werden vertauscht.

Bemerkung 4.27
Falls nicht kausal, existiert eine 2-seitige Entwicklung.

Beweis (von Satz 2.16)
a. Wir betrachten zunichst die Klasse der kausalen AR-Modelle. Ist (X;)ez ein kausaler
AR(p)-Prozess, so ist wegen Satz 2.19 und Satz 1.25 die Kovarianzmatrix I'y, in (43) fiir
jedes h > 1 invertierbar. Ist nun neben der (kausalen) AR(p)-Darstellung mit Koeffizienten
®1,. .., ¢p eine weitere Darstellung mit Koeflizienten ¢7, ..., ¢p., p* > p gegeben, so setzten
wir

¢(p*) = (¢1a o v¢p7 07 s 7O)T € (Cp*a ¢*(p*) = (@Z)){a L) ¢;*)T
Beide Vektoren erfiillen die Yule-Walker Gleichung (7?7, uns somit folgt mit der Invertierbar-
keit von I,

d(p") =Ty = " (0Y).
und somit p = p* und ¢; = ¢3.
b. Nun betrachten wir eine stationdre Zeitreihe X = (Xi)iez, die der reduzierten, inverti-
blen, kausalen ARM A(p,q) Gleichung (133) mit weilem Rauschen (e;) geniigt, so dass die
Spektraldichte von X' durch (137) gegeben ist. Gilt dariiber hinaus eine weitere reduzierte,

invertible, kausale ARM A(p*, ¢*) Gleichung ¢*(B)X; = 6*(B)e; mit einem weiflen Rauschen
(ef), so dass fiir die Spektraldichte fy auch gilt

oz 10" (w)[”

P = o @

(140)

wobei 9 und ¢* wie in (132) definiert sind.
Wir betrachten nun die kausale AR-Gleichung

¢(B)0"(B)Y; = ny, (141)
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wobei (1) ein weifles Rausche mit En? = 1 sei. Dann hat die eindeutig bestimmt Losung
(Satz 2.10) (Yi)iez von (141) die Spektraldichte

Fr(@) = e [p(w)d" ()2

2
Setze nun 1} = ¢*(B)0(B)Y;, dann gilt fiir die Spektraldichte f,« von (n;) nach Bemerkung
4.19
1 @) 1
for(W) = - = o
27 |p(w)9* (w)] 27
nach (137) und (140). Somit ist auch (n;) ein weiBes Rauschen, und nach Teil a. folgt somit
die Gleichheit der beiden kausalen AR-Darstellungen von (Y;),

6(2)0%(2) = ¢*(2)0(z), =€ C. (142)

Da die Polynome ¢(z) und 6(z) sowie ¢*(z) und 6*(z) jeweils keine gemeinsamen Nullstellen
haben, miissen somit wegen (142) die Nullstellen von ¢(z) und ¢*(z) sowie von 6(z) und 6*(z)
iibereinstimmen, so dass sich die Polynome jeweils nur um einen Faktor unterscheiden. Da

aber ¢(0) = ¢*(0) = 6(0) = 6*(0) = 1, folgt die Gleichheit ¢(z) = ¢*(z) und 6(z) = 6*(2).

Dann folgt aus der Invertibilitit auch die Gleichheit e; = ef und insbesondere o2 = o2..

Bemerkung 4.28
Falls reduzierte ARMA Gleichung nicht kausal oder invertibel, so kann man (bei geindertem
weiflen Rauschen) zu einer kausalen, invertiblen Gleichung iibergehen.
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4.7 Anwendungen auf fraktionale ARMA Modelle

Beweis (von Satz 3.15)
Wir fithren den Beweis nur fiir d € (0,0.5). Mit (79) gilt in diesem Fall

Zw? < o0 sowie Z laj| < o0. (143)
>0 >0
Eindeutigkeit. Angenommen, (X;) ist eine stationére Losung von (77) mit Spektralmaf

Zx . Da die a; absolut summierbar sind (s. (143)), folgt mit Bemerkung 4.21 c.

et = (1 - B)X; = / (1 — e )47y (w).

(_ﬂvﬂ]

Da e; nach Voraussetzung ein weiles Rauschen ist, gilt fiir das Spektralmafl dy, = o2/2rdx
und somit wegen (143) >, Ve~ € Ly(pe). Daher ist (1 — B)~%e; definiert (der Filter hat
gerade die Koeffizienten ;) und mit Bemerkung 4.19

(1—B) % = / (1l —e )4 dz,(w)
(771'777]
— / eitw(l . efiw)fd(l . efiw)d dZX(w)
(771'777]

= / e dZx(w) = X;.
(771'777]

Existenz. Wir definieren nun (wohldefiniert mit (143) wie oben)
X; = (1 - B) %;. (144)

Anwendung des Filters (1 — B)? (erlaubt wegen (143) wie oben) liefert dann (77), also die
Existenz.

Spektraldichte. Diese ergibt sich direkt aus (144) mit (128) zu

502 o?
f(w)::\l——e_wwzég—:]2shﬂuy2ﬂ_2d§;. (145)
Autokovarianzen. Diese berechnen sich zu
2 2
v(h) = / e f(w) dw = 7 cos(hw) f(w) dw
(—m,m] 21 Jo

o? (=17 (1 - 2d) )

= T [ cos(2ha) sin(x) [ da =
22d7r/0 cos(2ha)lsin(x)| ™ de = mg = S rA g 7

da (vgl. REFERENZ)

mcos(km/2)T (v + 1)2tv
I((v+k+1)/2)T((v—k+1)/2)

/ cos(kz)|sin(x)|" ! dx =
0

Hieraus ergeben sich direkt die Autokorrelationen. Die partiellen Autokorrelationen kénnen
mit Induktion aus der Levinson Rekursion bestimmt werden (vgl. Brockwell und Davis, 1991,
p. 324). ]
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